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Kumpulan tiedekirjasto
Tutkielmassa pyritään vastaamaan kysymykseen siitä, minkä ulottuvuuden euklidiseen avaruuteen
voidaan määritellä bilineaarinen binäärioperaatio siten, että euklidinen avaruus varustettuna tällä
laskutoimituksella on jakoalgebra. Työssä ei pyritä täydelliseen vastaukseen vaan päätavoitteena
on antaa kysymykseen välttämätön ehto: avaruuden ulottuvuuden täytyy olla luvun kaksi potenssi.
Tutkielman johdannossa esitellään ongelma ja annetaan esimerkki siitä, että kolmiulotteisessa
avaruudessa ei jakoalgebran rakennetta voida saavuttaa.
Työn ensimmäisessä varsinaisessa luvussa esitellään tarpeellinen määrä kategoriateoriaa, jotta
algebralliselle topologialle tyypilliset kategorioihin ja funktoreihin liittyvät argumentit joita tutkiel-
massa käytetään, ovat perusteltuja. Lisäksi määritellään niin kutsuttu Hom-funktori ja esitellään
sen perusominaisuuksia. Kyseisen funktorin soveltaminen, dualisointi, johtaa yksinkertaisella taval-
la yleisen ketjukompleksin kohomologiaryhmiin. Tässä kohtaa työtä tulee selväksi, että dualisaatio
säilyttää lukuisia homologiateoriasta tunnettuja ominaisuuksia ja konstruktioita. Luvun työläin
ja tärkein osuus on universaalin kerrointeoreeman todistus. Kyseinen lause selvittää yhteyden
kohomologia- ja homologiaryhmien välille ja antaa tavan laskea ketjukompleksin kohomologia-
ryhmät sen homologiaryhmien avulla. Luvun loppupuolella esitellään yleisen kohomologiateorian
aksiomaattinen määritelmä, jota tarvitaan myöhemmin tutkielmassa sekä tutustutaan tavallisim-
piin kohomologiateorioihin. Näitä ovat muun muassa singulaarinen kohomologia ja solukohomologia.
Kohomologiaryhmien perustietoihin tutustumisen jälkeen tutkielman neljännessä luvussa aletaan
käsittelemään kohomologiaryhmille määriteltyä uutta laskutoimitusta, kuppituloa. Tämä on
keskeinen käsite kohomologiateorian kannalta sillä se on varsinaisesti ensimmäinen täysin uusi
asia verrattuna homologiateoriaan. Osoitetaan, että kuppitulo määrittelee kohomologiaryhmien
porrastettun kertolaskun ja että varustamalla kohomologiaryhmistä muodostettu suora summa
tällä laskutoimituksella lopputuloksena on porrastettu rengas, avaruuden kohomologiarengas.
Muutaman valottavan esimerkin ja kuppitulon luonnolliseksi toteamisen jälkeen, näytetään että
kuppitulo on antikommutatiivinen laskutoimitus jos kerroinrengas on kommutatiivinen.
Tutkielman viimeisessä luvussa on kenties työn raskaimmat laskut. Luvun alkupuoli painottuu kah-
den avaruuden muodostaman tulojoukon kohomologiarenkaan laskemiseen. Künnethin kaava näyt-
tää, että tietyin oletuksin kahden avaruuden kohomologiarenkaiden tensoritulolta tuloavaruuden
kohomologiarenkaalle määritelty ristitulokuvaus on rengasisomorfismi. Lopulta laskemme projektii-
visen avaruuden kohomologiarenkaan. Soveltamalla tätä tietoa ja Künnethin kaavaa jakoalgebran
määräävän bilineaarisen binäärioperaation indusoimaan kohomologiakuvaukseen, saadaan vastaus
johdannossa esitettyyn kysymykseen.
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Euklidinen avaruus Rn on tunnetusti vektoriavaruus yli R:n varustettuna stan-
dardeilla komponenttain tehtävillä laskutoimituksilla, yhteenlaskulla ja ska-
laarilla kertomisella, millä tahansa luonnollisella luvulla n ∈ N. Tarkastellaan
tapausta n = 2 eli reaalilukupareja (a, b). Määritellään niin sanottu sisäinen
kertolasku · : R2 × R2 → R2 kaavalla
(a, b) · (a′, b′) = (aa′ − bb′, ab′ + ba′),
missä yhtäsuuruuden oikealla puolella esimerkiksi lauseke aa′ tarkoittaa kahden
reaaliluvun a ja a′ tuloa.
Näin määriteltynä kertolasku osoittautuu varsin hyödylliseksi, sillä se on
”yhteensopiva” R2:n vektoriavaruusstruktuurin kanssa. Tällä tarkoitetaan sitä,
että yhtälöt
x · (y + z) = x · y + x · z(1.1)
(x + y) · z = x · z + y · z(1.2)
(ax) · (by) = ab(x · y)(1.3)
pätevät kaikilla x, y, z ∈ R2 ja a, b ∈ R.
Toisaalta kiinnostava kysymys on ratkeavatko yhtälöt
(1.4) yx = z ja xy = z
aina kun x, y, z ∈ R2, y 6= 0. Ratkaisemalla yhtälöt laskusääntöjä käyttäen
päädytään tulokseen, että
yx = z ja xy = z ⇔ x = y¯
a2 + b2 · z,
missä y¯ on R2:n alkion y = (a, b) niin kutsuttu konjugaatti y¯ = (a,−b). Tämä
voidaan ilmaista myös sanomalla, että R2:ssa voi ”jakaa” nollasta poikkeavilla
alkioilla. Tuttavallisemmin yllä tehty tarkastelu avaruudesta R2 varustettuna
sisäisellä kertolaskulla vastaa niin sanottua kompleksilukujen kuntaa, C. Edel-
tävä tarkastelu voidaan ilmaista yleisemmin sanomalla, että vektoriavaruus R2
yli R:n varustettuna binäärioperaatiolla · : R2×R2 → R2 joka toteuttaa ehdot
(1.1)-(1.3) on algebra yli kunnan R. Huomion arvoista on, että sisäiseltä kerto-
laskulta ei yleisessä määritelmässä oleteta esimerkiksi sellaisia ominaisuuksia
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kuten kertolaskun kommutatiivisuus, assosiatiivisuus tai ykkösellisyys. Toisaal-
ta yhtälöiden (1.4) ratkeavuus merkitsee sitä, että C on algebrana niin kutsuttu
jakoalgebra.
Luonnollinen kysymys on pystytäänkö vastaavaa binäärioperaatiota mää-
rittelemään mihin tahansa euklidiseen avaruuten Rn, siten että tuloksena on
jakoalgebra?
Otetaan tarkasteluun avaruus R3 ja oletetaan, että on määritelty kertolasku,
jonka tuloksena kolmiulotteinen euklidinen avaruus osoittautuu jakoalgebrak-
si. Samaistetaan R sen isomorfisen kopion eli joukon {(x, 0, 0)| x ∈ R} kanssa.
Olkoon sitten a ∈ R3 \R ja tutkitaan kuvausta ρa : R3 → R3, joka määritellään
kaavalla ρa(x) = ax. Kuvaus ρa on lineaarinen kuvaus vektoriavaruudelta R3
itselleen. Olkoon M operaattorin ρa matriisi jonkun R3:n kannan suhteen ja
tutkitaan karakteristista polynomia
χa(x) = det(x1−M).
Tämä on kolmannen asteen polynomi, joten jatkuvuuden nojalla on olemassa
c ∈ R, jolle χa(c) = 0. Tämä voidaan myös ilmaista sanomalla, että c on ρa:n
ominaisarvo ja tästä seuraa, että operaattorilla L = c1−ρa on ei-triviaali ydin.
Siis on olemassa x ∈ R3,x 6= 0 jolle
L(x) = cx− ax = (c− a)x = 0.
Toisaalta c− a 6= 0, sillä c ∈ R ja a ∈ R3 \R, joten ylläoleva yhtälö sanoo, että
c− a on nollanjakaja. Alussa kuitenkin oletimme, että R3 on jakoalgebra, joka
tarkoittaa sitä että kuvaukset x 7→ xy ja x 7→ yx ovat surjektioita aina kun
y 6= 0. Lineaarisina kuvauksina Rn → Rn tämä on yhtäpitävää sen kanssa että
kuvaukset ovat injektioita. Edeltävän tarkastelun mukaan kuvaus x 7→ (c−a)x
ei kuitenkaan ole injektio, joten päädymme ristiriitaan.
Näin ollen saimme edeltävään kysymykseen kielteisen vastauksen. Seuraava
kysymys onkin, että mihin euklidiseen avaruuteen voimme määritellä sisäisen
kertolaskun siten, että saadaan jakoalgebrastruktuuri?
Toinen klassinen esimerkki jakoalgebrasta on niin kutsuttu kvaternioiden
algebra, H, jonka dimensio on 4. Kuuluisa Frobeniuksen lause vuodelta 1877
sanookin, että ainoat assosiatiiviset jakoalgebrat yli R:n ovat aiemmin maini-
tut R,C ja H. Jos kertolaskulta lisäksi vaaditaan kommutatiivisuutta, niin jou-
dumme luopumaan kvaternioiden algebrasta, joka on ei-kommutatiiviinen. Toi-
saalta määrittelemällä avaruuteen R8 kertolaskun sopivalla tavalla, päädymme
niin kutsuttuun oktonioiden algebraan, joka on jakoalgebra. Ainoa asia, jos-
ta joudumme luopumaan on kertolaskun assosiatiivisuus. Tämä toimii hyvänä
johdattelevana esimerkkinä työni päätulokselle, joka sanoo seuraavan:
Lause. Jos euklidisella avaruudella Rn on jakoalgebrastruktuuri yli kerroin-
kunnan R, niin n on luvun 2 potenssi.
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2 Kategoriat ja funktorit
Algebrallisessa topologiassa, myös tutkielman kannalta oleellisen kohomologia-
teorian konstruoimisessa, tulee usein vastaan tilanteita, joissa viitataan jon-
kin indusoidun homomorfismin ”funktoriaalisiin ominaisuuksiin” tai ”luonnol-
liseen” tapaan liittää matemaattinen objekti toiseen. Tämän kaltaisten huo-
mautusten hyväksyttävään käyttöön on kuitenkin tarpeellista käsitellä hieman
kategorioiden ja funktoreiden terminologiaa, jotta saamme tarvittavan viiteke-
hyksen edellä mainittujen yleisten termien käyttöön.
Määritelmä 2.1. Kategoria S koostuu kolmesta asiasta:
(1) Luokasta Ob(S) objekteja .
(2) Jokaista järjestettyä paria (X, Y ) objekteja kohtaan joukosta Mor (X, Y )
tai toisin sanoen joukosta morfismeja objektilta X objektille Y .
(3) Jokaista kolmea objektia X, Y, Z kohtaan annetusta funktiosta, tar-
kemmin sanottuna yhdistämisen laista
Mor (X, Y )×Mor (Y, Z) −→ Mor (X,Z),
missä järjestetyn parin (f, g) kuvaa merkitään kuvausten yhdistämises-
tä tutulla notaatiolla g ◦ f . Tämä on ymmärrettävää sillä käytännössä,
etenkin tässä tutkielmassa, morfismit ovat usein kuvauksia.
Seuraavat kolme aksioomaa on lisäksi toteuduttava:
KAT 1. (Yksikäsitteisyys) Joukot Mor (X, Y ) ja Mor (X ′, Y ′) ovat eril-
lisiä paitsi jos X = X ′ ja Y = Y ′.
KAT 2. (Identiteettialkion olemassaolo) Jos X on objekti, niin on ole-
massa morfismi 1X ∈ Mor (X,X) jolle pätee
1X ◦ f = f ja g ◦ 1X = g
kaikilla f ∈ Mor (W,X) ja g ∈ Mor (X, Y ) missä W ja Y ovat mielival-
taisia objekteja.
KAT 3. (Liitännäisyys) Jos f ∈ Mor (W,X), g ∈ Mor (X, Y ) ja h ∈
Mor (Y, Z), niin
h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f.
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Aksioomasta KAT 2 seuraa suoraan myös, että Identiteettialkio 1X on yk-
sikäsitteinen. Nimittäin jos 1X ◦f = f ja g = g ◦1′X kaikille f ∈ Mor (W,X) ja
g ∈ Mor(X, Y ), niin asettamalla f = 1′X ∈ Mor(X,X) ja g = 1X ∈ Mor(X,X)
saadaan 1′X = 1X .
Olkoon sitten A kategoria, X, Y sen objekteja, f ∈ Mor (X, Y ) ja g, g′ ∈
Mor (Y,X). Jos g ◦ f = 1X , sanomme että g on f :n vasemmanpuoleinen
käänteismorfismi ja jos f ◦ g′ = 1Y , sanomme että g′ on f :n oikeanpuolei-
nen käänteismorfismi.
Oletetaan, että f :llä on sekä vasemmanpuoleinen käänteismorfismi g että
oikeanpuoleinen käänteismorfismi g′. Tällöin
g = g ◦ 1Y = g ◦ (f ◦ g′) = (g ◦ f) ◦ g′ = 1X ◦ g′ = g′,
joten käänteismorfismit ovat samat ja sanomme, että g on f :n käänteismor-
fismi. Jos f :llä on käänteismorfismi niin sitä kutsutaan kategorian A ekviva-
lenssiksi.
Esimerkki 2.2. (a) Eräs kategorioiden perusesimerkeistä on kategoria,
jonka objektit ovat joukkoja ja jonka morfismit ovat kuvauksia joukkojen
välillä varustettuna tavallisella kuvausten yhdistämisellä. Aksioomat
(KAT 1 -KAT 3) pätevät triviaalisti. Tästä yksinkertaisesta esimerkis-
tä selviää heti miksi kategorioiden yhteydessä puhutaan objektien luokas-
ta ennemmin kuin joukosta. Ei voida nimittäin puhua ”kaikkien joukkojen
joukosta” päätymättä Russellin paradoksin kaltaisten loogisten problee-
mien äärelle. Muuttamalla edellä mainitun kategorian joukot topologi-
siksi avaruuksiksi ja kuvaukset jatkuviksi kuvauksiksi saadaan toinen esi-
merkki kategoriasta. Voimme myös rajoittua topologisten avaruuksien
sijaan vaikkapa simplisiaalisiin komplekseihin tai CW-komplekseihin pi-
täen morfismeina jatkuvat kuvaukset.
(b) Valitsemalla objekteiksi ryhmät (tai rajoittumalla Abelin ryhmiin) ja
morfismeiksi homomorfismit saadaan kategoria.
(c) Kiinnostava esimerkki kategoriasta, siinäkin mielessä että sen morfis-
mit eivät ole kuvauksia vaan itse asiassa ne ovat kommutoivia diagram-
meja, on ketjukompleksien ja ketjukuvausten kategoria. Rajoittamalla
taas objektien joukkoa saadaan mielenkiintoisia alakategorioita: voidaan
esimerkiksi ottaa objekteiksi ketjukompleksit, jotka ovat triviaaleja nega-
tiivisilla indekseillä tai voidaan esimerkiksi rajoittua tuttuihin pitkiin tai
lyhyihin eksakteihin jonoihin.
Seuraavaksi määrittelemme jo luvun otsikossa mainitun funktorin käsitteen,
joka on tapa liittää kategorioita toisiinsa. Funktoreita on kahdenlaisia, kova-
riantteja ja kontravariantteja, joista jälkimmäinen eroaa ensimmäisestä epäfor-
maalisti ”kääntämällä kaikkien morfismien suunnan”. Näistä etenkin jälkim-
mäinen on meille hyödyllinen, sillä siinä missä homologia liittää topologiseen
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avaruuteen X ryhmän Hn(X) ja jatkuvaan kuvaukseen f : X → Y homomor-
fismin Hn(f) = f∗ : Hn(X)→ Hn(Y ) (säilyttäen suunnan) kohomologia nimen
omaan ”kääntää morfismien suunnan” ja sitä voidaan pitää kontravarianttina
funktorina.
Määritelmä 2.3. Olkoon C ja D kategorioita. Kovariantti funktori F
kategorialta C kategorialle D liittää jokaiseen objektiin X ∈ Ob(C) objektin
F (X) ∈ Ob(D) ja kategorian C morfismiin f : X → Y kategorian D morfismin
F (f) : F (X) → F (Y ). Lisäksi seuraavat kaksi, homomorfismin määritelmälle
hyvinkin analogista ehtoa täytyy päteä
FUN 1. F (1X) = 1F (X) kaikilla X ∈ Ob(C).
FUN 2. F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f) kaikilla kategorian C morfismeilla f, g.
Kontravariantti funktori eroaa edellisestä liittämällä morfismiin f ∈ Mor(X, Y )
morfismin F (f) ∈ Mor (F (Y ), F (X)) ja kääntämällä ehdon FUN 2. muotoon
F (g ◦ f) = F (f) ◦ F (g).
Esimerkki 2.4. Otetaan vielä muutama esimerkki funktoreista
(a) Yksinkertainen esimerkki kovariantista funktorista on niin sanottu unoh-
tava funktori, joka liittää topologiseen avaruuteen allaolevan joukon ja
jatkuvaan kuvaukseen allaolevan kuvauksen.
(b) Jo edellä mainittu singulaarinen homologia (tai mikä tahansa muu-
kin homologiateoria) on kovariantti funktori topologisten avaruuksien ja
jatkuvien kuvausten kategorialta Abelin ryhmien ja homomorfismien ka-
tegoriaan. Funktoriaaliset ehdot ovat tutut indusoiduille kuvauksille pä-
tevät faktat Hn(1) = 1∗ = 1 ja Hn(g ◦ f) = (g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗.
(c) Esimerkki kontravariantista funktorista tulee lineaarialgebran maail-
masta. Jokaista vektoriavaruutta V kerroinkunnan K yli vastaa sen du-
aaliavaruus V ?, joka on lineaaristen kuvausten f : V → K muodostama
avaruus ja jokaista lineaarikuvausta f : V → W vastaa sen duaalikuvaus
f ? : W ? → V ?, joka on määritelty kaavalla f ?(α) = α ◦ f . Tämä vastaa-
vuus on kontravariantti funktori vektoriavaruuksien ja lineaarikuvausten
kategorialta itselleen.
Tarkastellaan singulaarista homologiateoriaa ja kiinnitetään luku n ∈ Z.
Määritellään kategorialta, joka koostuu pareista (X,A) topologisia avaruuksia
ja jatkuvista kuvauksista niiden välillä, kaksi funktoria:
G(X,A) = Hn(X,A); G(f) = f∗.
F (X,A) = Hn−1(A); F (f) = (f |A)∗.
Lisäksi muistetaan, että oleellinen osa pitkän eksaktin jonon konstruktiossa












kommutoi. Tämänkaltainen tilanne on juurikin luvun alussa mainittu tapa
liittää funktori toiseen.
Määritelmä 2.5. Olkoon F ja G kovariantteja funktoreita kategorialta C ka-
tegorialle D. Luonnollinen muunnos T funktorilta F funktorille G liittää










kommutoi kaikilla C:n morfismeilla f : X → Y .
Kontravarianteille funktoreille luonnollinen muunnos määritellään ilmei-
sellä tavalla.
2.1 Hom-funktori
Oleellinen osa kohomologiaryhmien konstruktiota on niin sanottu dualisaatio-
prosessi, missä singulaaristen (tai simplisiaalisten) simpleksien ryhmien Cn(X)
muodostamien kompleksien sijasta tutkitaan kaikkien homomorfismien ryhmäl-
tä Cn(X) kiinnitetylle Abelin ryhmälle G muodostamaa joukkoa, joka osoit-
tautuu itsekin Abelin ryhmäksi. Yleisellä tasolla puhutaan Hom-funktorista,
joka määritellään seuraavasti.
Määritelmä 2.6. Olkoot A ja G Abelin ryhmiä. Merkitään Hom(A,G) =
{f : A→ G | f homomorfismi}.
Lause 2.7. Hom(A,G) on Abelin ryhmä kun laskutoimitus määritellään ho-
momorfismeille φ, ψ : A→ G ja alkiolle a ∈ A kaavalla
(φ+ ψ)(a) = φ(a) + ψ(a).
Todistus. Kuvaus φ+ψ on homomorfismi sillä (φ+ψ)(0) = φ(0) +ψ(0) = 0 ja
(φ+ ψ)(a+ a′) = φ(a+ a′) + ψ(a+ a′)
= φ(a) + ψ(a) + φ(a′) + ψ(a′)
= (φ+ ψ)(a) + (φ+ ψ)(a′),
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koska G on Abelin ryhmä. Nolla-alkiona toimii se homomorfismi, joka kuvaa
ryhmän A kokonaisuudessaan ryhmän G nolla-alkiolle ja homomorfismin φ
vasta-alkio on se homomorfismi, joka kuvaa alkion a alkiolle −φ(a) kaikilla
a ∈ A. Laskutoimituksen assosiatiivisuus ja kommutatiivisuus seuraavat suo-
raan ryhmän G vastaavista ominaisuuksista.
Edeltävästä tuloksesta ei kenties vielä näe, miksi puhutaan Hom-funktorista.
Seuraava lause kuitenkin selvittää tämän.
Määritelmä 2.8. Olkoot A,B,G Abelin ryhmiä ja f : A→ B homomorfismi.
Kuvauksen f duaalihomomorfismi (-kuvaus) on kuvaus f˜ : Hom(B,G)→
Hom(A,G) , joka liittää homomorfismiin φ : B → G yhdistetyn kuvauksen
A
f→ B φ→ G.
Siis f˜(φ) = φ ◦ f .
Lause 2.9. Olkoon G kiinnitetty Abelin ryhmä. Kuvaus f˜ : Hom(B,G) →
Hom(A,G) on homomorfismi ja vastaavuus
A→ Hom(A,G) ja f → f˜
on kontravariantti funktori Abelin ryhmien ja homomorfismien kategorialta it-
selleen.
Todistus. f˜ on homomorfismi sillä f˜(0) = (0) ja
[f˜(φ+ ψ)](a) = (φ+ ψ)(f(a)) = φ(f(a)) + ψ(f(a))
= [f˜(φ)](a) + [f˜(ψ)](a)
= [f˜(φ) + f˜(ψ)](a).
Koska vastaavuus f → f˜ kääntää morfismin suunnan kyseessä on kontrava-
riantti funktori, jos funktoriaaliset ehdot ovat voimassa. Ensinnäkin
1˜A(φ) = φ ◦ 1A = φ,
joten 1˜A on Hom(A,G):n identiteettialkio. Toisaalta olkoon f : A→ B, g : B →
C ja φ : C → G homomorfismeja. Tällöin
(g˜ ◦ f)(φ) = φ ◦ (g ◦ f) = (φ ◦ g) ◦ f = f˜(φ ◦ g) = f˜(g˜(φ)) = (f˜ ◦ g˜)(φ).
Siispä myös funktorin määritelmän toinen ehto on voimassa.
Seuraava lause antaa Hom-funktorille muutaman hyödyllisen perusominai-
suuden, joita käytetään myöhemmin tutkielmassa. Mutta ennen sitä palau-
tetaan kuitenkin lyhyesti mieliin mitä tarkoitamme eksaktilla jonolla, sen hal-




. . . // An+1
αn+1 // An
αn // An−1 // . . .
Abelin ryhmiä ja homomorfismeja on eksakti kohdassa An jos Im αn+1 =
Ker αn. Jos se on eksakti joka kohdassa, sanomme että se on eksakti jono.
Eksaktia jonoa
(2.1) 0 // A φ // B ψ // c // 0
kutsutaan lyhyeksi eksaktiksi jonoksi. Lyhyen jonon eksaktius on yhtäpi-
tävää sen kanssa että φ on injektio, ψ on surjektio ja Im φ = Ker ψ. Ku-
vaus ψ : B → C indusoi isomorfismin ψ¯ : B/Ker ψ → Im ψ eli isomorfismin
ψ¯ : B/Im φ→ C.
Lemma 2.11. Lyhyelle eksaktille jonolle (2.1) seuraavat ehdot ovat yhtäpitä-
vät
(a) On olemassa homomorfismi p : B → A jolle pφ = 1 : A→ A
(b) On olemassa homomorfismi s : C → B jolle ψs = 1 : C → C
(c) On olemassa isomorfismi θ : B → A⊕ C, joka tekee kaaviosta










0 // A i // A⊕ C pi // C // 0
kommutoivan.
Todistus. [Hat02, s.147]
Jos nämä ehdot täyttyvät sanomme että lyhyt eksakti jono halkeaa.






on eksakti. Tällöin myös indusoitu lyhyt jono
0 // Coker α // A3 // Ker β // 0
on eksakti
Todistus. Kuvaus φ : A4 → A3 indusoi injektiivisen homomorfismin φ¯ : A4/Kerφ→
A3. Toisaalta koska alkuperäinen jono on eksakti niin A4/Ker φ = A4/Im α =
Coker α. Siis indusoitu jono on eksakti kohdassa Coker α. Homomorfismin
ψ : A3 → A2 korajoittuma ψ′ : A3 → Im ψ = Ker β on surjektio joten in-
dusoitu jono on eksakti kohdassa Ker β. Lopulta koska ensimmäinen jono on
eksakti niin Im φ = Ker ψ joten Im φ¯ = Ker ψ′ ja indusoitu jono on eksakti
myös kohdassa A3.
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on eksakti ja halkeaa.
(b)
Hom(⊕α∈AAα, G) ∼= Πα∈AHom(Aα, G)
Hom(A,Πα∈AGα) ∼= Πα∈AHom(A,Gα)
(c) Hom(Z, G) on (luonnollisella tavalla) isomorfinen G:n kanssa. Lisäksi
jos f : Z→ Z vastaa kertolaskua luvulla m ∈ N, niin myös duaalikuvaus
f˜ vastaa kertolaskua luvulla m.
Todistus. (a) Eksaktius kohdassa C tarkoittaa sitä, että g on surjektio.
Olkoon ψ ∈ Hom(C,G) sellainen, että g˜(ψ) = ψ ◦ g = 0. Koska jokaisella
c ∈ C on olemassa b ∈ B jolle g(b) = c niin mielivaltaisella c ∈ C pätee
ψ(c) = ψ(g(b)) = 0. Siis ψ = 0 ja siten g˜ on injektio. Tämä implikoi, että
duaalijono on eksakti kohdassa Hom(C,G).
Ensimmäisen jonon eksaktius kohdassa B tarkoittaa että g ◦ f = 0 jo-
ten duaalikuvauksille pätee f˜ ◦ g˜ = 0 ja siten Im g˜ ⊂ Ker f˜ . Kääntäen
oletetaan, että ψ ∈ Ker f˜ . Tällöin ψ ◦ f = 0, joten ψ häviää joukossa
f(A). Siis ψ indusoi homomorfismin ψ¯ : B/f(A) → G. Toisaalta ensim-
mäisen jonon eksaktiudesta seuraa, että Ker g = Im f , joten g indusoi












kommutoi, sillä molemmat kolmiot kommutoivat. Nyt yhdistetty kuvaus
φ = ψ¯ ◦ (g¯)−1 on homomorfismi ryhmältä C ryhmälle G, jolle
g˜(φ) = φ ◦ g = ψ¯ ◦ (g¯)−1 ◦ g = ψ.
Näin ollen ψ ∈ Im g˜ ja Ker f˜ ⊂ Im g˜. Tästä seuraa duaalijonon eksaktius
kohdassa Hom(B,G).
Lopulta koska f on injektio ja ensimmäinen jono halkeaa on olemassa
ϕ : B → A, jolle ϕ ◦ f = 1A. Tällöin funktoriaalisuudesta seuraa, että
f˜ ◦ ϕ˜ on ryhmän Hom(A,G) ykkösalkio. Siis f˜ on surjektio, duaalijono
on eksakti kohdassa Hom(A,G) ja se halkeaa.
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(b) Olkoon ϕ : ⊕α∈A Aα → G homomorfismi. Määritellään jokaisella α ∈
A kuvaus ϕα : Aα → G yhdistettynä kuvauksena
Aα
iα→ ⊕α∈AAα ϕ→ G,
missä iα on kanoninen injektio. Tällöin ϕα ∈ Hom(Aα, G) kaikilla α ∈ A.
Määritellään kuvaus h : Hom(⊕α∈AAα, G)→ Πα∈AHom(Aα, G) kaavalla
h(ϕ) = (ϕα)α∈A.
Koska suorassa tulossa laskutoimitus on määritelty komponenteittain ja
h(0) = 0, niin h on homomorfismi.
Oletetaan sitten, että ϕα : Aα → G on homomorfismi jokaisella α ∈ A.
Suoran summan universaaliominaisuudesta seuraa, että on olemassa yk-
sikäsitteinen ϕ : ⊕α∈A Aα → G, jolle ϕ ◦ iα = ϕα kaikilla α. Tällöin
h(ϕ) = (ϕα)α∈A, joten h on surjektio. Kääntäen jos h(ϕ) = 0, niin
ϕα = ϕ ◦ iα = 0 kaikilla α ∈ A. Toisaalta mielivaltainen x ∈ ⊕α∈AAα
voidaan kirjoittaa muodossa x = ∑α∈A iα(xα), missä perhe (xα)α∈A on










joten ϕ = 0. Siis h on injektio ja siten isomorfismi.
Toinen isomorfismi saadaan vastaavasti käyttämällä suoran tulon univer-
saaliominaisuutta.
(c) Olkoon λ : Hom(Z, G) → G annettu kaavalla λ(ϕ) = ϕ(1). Selvästi
λ on homomorfismi ja surjektio sillä arvo ϕ(1) voidaan valita mielival-
taisesti. Toisaalta koska homomorfismi ϕ : Z → G määräytyy täysin sen
arvosta pisteessä 1, niin jos ϕ(1) = 0G seuraa tästä, että ϕ = 0 ja siten
λ on injektio. Kuvaus λ on siis haluttu luonnollinen isomorfismi ryhmien
Hom(Z, G) ja G välillä.
Oletetaan, että f : Z→ Z on annettu kaavalla f(x) = mx. Tällöin
f˜(φ)(x) = φ(f(x)) = φ(mx) = mφ(x),
joten f˜(φ) = mφ. Siis f˜ vastaa luvullam kertomista ryhmässä Hom(Z, G).




Tässä luvussa luodaan huomattava osa työn jatkon kannalta oleellista teoria-
pohjaa. Tutkimme laajalti niin yleisiä, singulaarisia kuin solukohomologiaryh-
miä. Osoittautuu, että dualisaatiolla tai toisin sanoen Hom-funktoria sovelta-
malla säilytämme monia homologiateoriasta tuttuja tuloksia, ja kohomologia-
ryhmät ovatkin monessa mielessä analogisia homologiaryhmien kanssa. Osoi-
tamme myös, että kohomologiaryhmät riippuvat jokseenkin yksinkertaisella ta-
valla vastaavista homologiaryhmistä ja dualisaatiossa käytettävästä Abelin ryh-
mästä G. Tämä tulos tunnetaan nimellä universaali kerrointeoreema kohomo-
logialle. Käymme läpi myös kohomologiateorian aksiomaattisen määritelmän,
sillä sitä tullaan käyttämään tutkielman loppuvaiheilla todistettavassa Künnet-
hin kaavassa.
Aloitetaan kuitenkin tutkimalla yleistä ketjukompleksia ja näytetään, että
dualisaatioprosessi säilyttää monet homologialle tutut ominaisuudet.
3.1 Ketjukompleksin kohomologia
Olkoon C = {Cn, ∂} ketjukompleksi ja olkoon G Abelin ryhmä. Tällöin n-
ulotteisten koketjujen ryhmä, Cn(C;G), jonka kertoimet ovat ryhmässä G
on n-ketjujen ryhmän Cn duaaliryhmä eli
Cn(C;G) = Hom(Cn, G).
Koreunahomomorfismi δn : Cn(C;G) → Cn+1(C;G) määritellään olemaan
reunahomomorfismin ∂ : Cn+1 → Cn duaalikuvaus ∂˜. Koketjujen ryhmän ulot-
tuvuuteen viittaava kuvauksen δn yläindeksi n jätetään yleensä merkitsemät-
tä, sillä se on asiayhteydestä selvä. Koreunakuvaus δ siis kuvaa n-koketjun
ψ ∈ Cn(C;G) yhdistetyksi kuvaukseksi
Cn+1
∂→ Cn ψ→ G.
Koska ∂2 = 0, niin kuvaukselle δ pätee myös δ2 = 0. Sanomme, että per-
he {Cn(C;G), δ} ryhmiä ja homomorfismeja on C:n koketjukompleksi, jonka
kertoimet ovat ryhmässä G.
Koreunahomomorfismin δ : Cn(C;G) → Cn+1(C;G) ydin, Ker δ on ko-
syklien ryhmä, Zn(C, G) ja sen kuvajoukko Im δ on koreunojen ryhmä,
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Bn+1(C, G). Näin ollen n-koketju on kosykli jos δψ = ψ∂ = 0 eli jos ψ hä-
viää reunojen joukossa Bn(X). Koska δ2 = 0, niin koreunat ovat kosyklejä eli
Bn(C, G) ⊂ Zn(C, G).
Kuten ketjukompleksien yhteydessä määrittelemme, että kompleksin C n-
ulotteinen kohomologiaryhmä, jonka kertoimet ovat ryhmässä G on teki-
järyhmä
Hn(C;G) = Zn(C;G)/Bn(C;G).
Jos {C, ε} on augmentoitu ketjukompleksi, niin soveltamalla Hom-funktoria
saamme koketjukompleksin
. . .← C1(C;G) δ← C0(C;G) ε˜← Hom(Z, G)← 0,
missä ε˜ on injektio, surjektiivisen kuvauksen ε duaalikuvauksena. Määritte-
lemme, että kompleksin C redusoitu kohomologiaryhmä on H˜n(C, G) =
Hn(C, G), kun n > 0, ja
H˜0(C, G) = Ker δ/Im ε˜.
Jos H˜0(C) = 0, niin jono C1 → C0 → Z→ 0 on eksakti. Lauseen (2.13) nojalla
sen duaalijono on eksakti ja näin ollen myös H˜0(C, G) = 0.
Oletetaan sitten, että C = {Cn, ∂} ja C ′ = {C ′n, ∂′} ovat ketjukomplekseja.
Oletetaan lisäksi, että ϕ : C → C ′ on ketjukuvaus. Tällöin ϕ kommutoi reuna-
homomorfismien ∂ kanssa eli toisin sanoen ∂′ ◦ ϕ = ϕ ◦ ∂. Dualisointi johtaa
yhtälöön ϕ˜ ◦ δ′ = δ ◦ ϕ˜, joten duaalihomomorfismit
Cn(C, G) ϕ˜← Cn(C ′, G)
kommutoivat koketjukompleksien {Cn(C;G), δ} ja {Cn(C ′;G), δ′} reunahomo-
morfismien kanssa. Tällaista kuvausten perhettä kutsutaan koketjukuvauk-
seksi. Kommutointi homomorfismien δ ja δ′ kanssa johtaa siihen, että ϕ˜ kuvaa
kosyklit kosykleiksi ja koreunat koreunoiksi ja näin ollen se indusoi kohomolo-
giaryhmien välille homomorfismin
Hn(C;G) ϕ∗← Hn(C ′;G).
Vastaavuus
C → Hn(C;G) ja ϕ→ ϕ∗
on kontravariantti funktori. Funktoriaaliset ehdot pätevät itse asiassa jo koket-
jutasolla.
Oletetaan seuraavaksi, että ϕ, ψ : C → C ′ ovat ketjukuvauksia ja että D
on ketjuhomotopia niiden välillä. D on siis perhe homomorfismeja Dn : Cn →
C ′n+1, joille pätee relaatio D∂ + ∂′D = ϕ−ψ. Dualisointi tuottaa taas perheen
homomorfismeja D˜ : Cn+1(C ′;G)→ Cn(C;G), jotka toteuttavat yhtälön
δD˜ + D˜δ′ = ϕ˜− ψ˜.
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Sanomme, että D˜ on koketjuhomotopia koketjukuvausten ϕ˜ ja ψ˜ välillä. Ku-
ten homologian yhteydessä, jos tälläinen ketjuhomotopia D˜ on olemassa, niin
indusoidut homomorfismit ϕ∗ ja ψ∗ ovat samat, sillä mielivaltaisella kosyklillä
z ∈ Zn(C ′;G)
ϕ˜(z)− ψ˜(z) = δD˜(z) + D˜δ′(z) = δD˜(z) + 0,
joten kuvausten ϕ˜ ja ψ˜ erotus on koreuna ja ne määräävät siten saman koho-
mologialuokan.
Olkoon sitten
0→ C ϕ→ D ψ→ E → 0
lyhyt eksakti jono ketjukomplekseja, joka halkeaa jokaisessa dimensiossa n.
Näin tapahtuu esimerkiksi, jos E on vapaa. Tällöin duaalijono
0← Cn(C;G) ϕ˜← Cn(D;G) ψ˜← Cn(E ;G)← 0
on eksakti jokaisella n. Sanomme tällöin, että koketjukompleksit muodostavat
lyhyen eksaktin jonon koketjukomplekseja. Analogisesti ketjukomplek-
sien ja homologian kanssa koketjukompleksin {Cn(D;G), δD} koreunahomo-
morfismi indusoi homomorfismin δ∗ : Hn−1(C;G) → Hn(E ;G) siten, että seu-
raava pitkä jono




oo Hn−1(C;G)δ∗oo . . .oo
on eksakti. Jono on lisäksi luonnollinen seuraavassa mielessä. Oletetaan, että
kaavio














// E ′ // 0,
jonka vaakasuorat jonot ovat lyhyitä eksakteja jonoja ketjukomplekseja, jotka
halkeavat jokaisessa dimensiossa ja pystysuorat kuvaukset α, β ja γ ovat ket-
jukuvauksia, kommutoi. Tällöin kaavio kommutoi jokaisessa dimensiossa n ja
dualisaatio tuottaa vastaavan kommutoivan kaavion, jonka vaakasuorat jonot
ovat lyhyitä eksakteja jonoja koketjukomplekseja. Siirtymällä kohomologiaan
saadaan seuraava kommutoiva kaavio pitkien eksaktien jonojen välille




oo Hn−1(C;G)δ∗oo . . .oo


















3.2 Universaali kerrointeoreema kohomologialle (UKT)
Olkoon koko tämän aliluvun C = {Cn, ∂} vapaa ketjukompleksi ja G Abelin
ryhmä. Muistutetaan, että vapaassa ketjukompleksissa jokainen ryhmistä Cn
on vapaa. Tavoitteenamme on löytää yhteys ketjukompleksin C kohomologia-
ryhmien Hn(C;G) ja homologiaryhmien Hn(C) sekä ryhmän G välille. Ensim-
mäinen arvaus saattaakin olla, että kohomologiaryhmä olisi isomorfinen ho-
mologiaryhmän duaaliryhmän Hom(Hn(C), G) kanssa. Tarkastellaan kuitenkin
seuraavaa ketjukompleksia C
0 // Z 0 // Z 3 // Z 0 // Z // 0
C3 C2 C1 C0
,
missä Z 3→ Z on kuvaus x 7→ 3x. Valitaan G = Z ja dualisoidaan pitäen
mielessä, että lauseen (2.13) mukaan Hom(Z,Z) ∼= Z ja että multiplikatiivisen











Hom(C3,Z) Hom(C2,Z) Hom(C1,Z) Hom(C0,Z)
.
Sekä alkuperäisen kompleksin että sen duaalikompleksin homologiat on helppo
laskea. Alkuperäisen kompleksin nollasta poikkeavat homologiaryhmät ovat Z
dimensioissa 0 ja 3 ja Z3 dimensiossa 1. Toisaalta dimensioissa 0 ja 3 kohomolo-
giaryhmät ovat Z, mutta dimensiossa 1 kohomologiaryhmä onkin triviaali. Sen
sijaan ryhmä Z3 on siirtynyt yhtä dimensiota ylemmäs dimensioon 2. Tässä
tapauksessa siis
Hom(H2(C),Z) = Hom(0,Z) = 0 6= Z3 = H2(C;G).
Tämä yksinkertainen esimerkki osoittaa ettei yleisesti kohomologiaryhmä ole
isomorfinen homologiaryhmän duaaliryhmän kanssa, vaikka joissain tapauksis-
sa niin onkin kuten tulemme myöhemmin näkemään. Pystymme kuitenkin hel-
posti konstruoimaan luonnollisen homomorfismin h : Hn(C;G)→ Hom(Hn(C), G)
ja uutena tavoitteenamme onkin löytää jonkinlainen termi, joka kertoisi jossain
mielessä kuinka kaukana kuvaus h on isomorfismista.
Määritellään ensin kuvaus
κ : Hom(Cn, G)× Cn → G
kaavalla κ(φ, z) = φ(z) ∈ G. Kuvaus κ on selvästi bilineaarinen eli homomorfis-
mi molempien muuttujien suhteen. Jos φ, φ′ ∈ Zn(C;G) ja z, z′ ∈ Zn(C) siten,
että φ = δψ jollakin ψ ∈ Cn−1(C;G) ja z = ∂x jollakin x ∈ Cn+1(C), niin
κ(φ, z′) = φ(z′) = δψ(z′) = ψ∂(z′) = 0
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ja
κ(φ′, z) = φ′(z) = φ′(∂x) = δφ′(x) = 0
Siis kuvauksen κ rajoittuma joukkoon Zn(C;G) × Zn(C) indusoi bilineaarisen
kuvauksen
κ¯ : (Zn(C;G)× Zn(C))/(Bn(C;G)×Bn(C))→ G.
Toisaalta Bn(C;G) 6 Zn(C;G) ja Bn(C) 6 Zn(C), joten on olemassa isomorfis-
mi
(Zn(C;G)× Zn(C))/(Bn(C;G)×Bn(C)) ∼=→ Zn(C;G)/Bn(C;G)× Zn(C)/Bn(C)
joka on määritelty ilmeisellä tavalla. Siis κ indusoi lopulta bilineaarisen ku-
vauksen ”homologiassa”
Hn(C;G)×Hn(C)→ G,
jota kutsumme Kroneckerin indeksiksi ja joka kuvaa parin (φ¯, z¯) alkiolle
φ(z) ∈ G kuten kuvaus κ.
Kroneckerin indeksi on hyvin määritelty tekijäkuvaus, sillä jos φ ∈ Zn(C;G), ψ ∈
Bn(C;G), z ∈ Zn(C), x ∈ Bn(C) niin
(φ+ ψ)(z) = (φ+ δψ′)(z) = φ(z) + δψ′(z) = φ(z) + ψ∂(z) = φ(z) + 0
ja
φ(z + x) = φ(z + ∂x′) = φ(z) + φ∂(x′) = φ(z) + δφ(x′) = φ(z) + 0.
Nyt voimme määritellä kuvauksen
h : Hn(C;G)→ Hom(Hn(C), G)
kaavalla
(hφ¯)(z¯) = φ¯(z¯) = φ(z).
Kuvaus h on homomorfismi, sillä Kroneckerin indeksi on homomorfismi ensim-
mäisen muuttujan suhteen. Seuraava lemma on ensimmäinen askel kuvauksen
h analyysissä.
Lemma 3.1. Olkoon C vapaa ketjukompleksi. Tällöin jono
(3.1) 0 Hom(Hn(C), G)oo Hn(C;G)hoo Ker hoo 0oo
on eksakti ja halkeaa, mutta ei luonnollisesti. Lisäksi kuvaus h on luonnollinen
ketjukuvausten indusoimien homomorfismien suhteen.
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Todistus. Konstruoidaan homomorfismi
λ∗ : Hom(Hn(C), G)→ Hn(C;G)
siten että h ◦ λ∗ = 1. Tällöin h on surjektio ja eksakti jono (3.1) halkeaa.
Olkoon ∂0 : Cn → Bn−1 reunahomomorfismin ∂ : Cn → Cn−1 korajoittuma.
Maalijoukkoa pienennettiin täsmälleen kuvauksen ∂ kuvajoukoksi, joten ∂0 on
surjektio. Lyhyt jono
0 // Zn i // Cn
∂0 // Bn−1 // 0
on eksakti ja halkeaa, sillä Bn−1 on vapaan Abelin ryhmän Cn−1 aliryhmänä
itsekin vapaa Abelin ryhmä ([Mun84, s. 54]). Näin ollen on olemassa homomor-
fismi p : Cn → Zn siten, että p ◦ i = 1. Toisin sanoen p on identiteettikuvaus
joukossa Zn, ja siten kanoninen projektiohomomorfismi
pi : Zn → Zn/Bn = Hn(C)
laajentuu homomorfismiksi λ = pi ◦ p : Cn → Hn(C). Määritellään ketjukomp-
leksi D asettamalla Dn = Hn(C) ja ∂n = 0 kaikilla n. Tällöin
Hn(D) = Dn = Hn(C),
Hn(D;G) = Hom(Dn, G) = Hom(Hn(C), G).
Nyt ketjulle z ∈ Cn+1 pätee λ(∂0(z)) = ∂0(z) = 0. Toisaalta reunahomomorfis-
mit kompleksissa D määriteltiin olemaan nollakuvauksia, joten ∂ ◦λ = 0. Näin
ollen λ : C → D on ketjukuvaus. Se indusoi homologiassa isomorfismin
λ∗ : Hn(C)→ Hn(D) = Hn(C),
sillä
λ∗(z¯) = λ(z) = pi(z) = z¯
jos z ∈ Zn(C). Indusoitu homomorfismi kohomologiassa
Hn(C;G) λ∗← Hn(D;G) = Hom(Hn(C), G)
ei välttämättä ole isomorfismi kuten arvata saattaa, mutta se on haluttu ku-
vauksen h oikea käänteiskuvaus. Nimittäin olkoon z ∈ Zn(C) ja φ ∈ Hom(Hn(C), G).
Tällöin
(hλ∗(φ))(z¯) = λ∗(φ)(z¯) = λ˜(φ)(z) = φλ(z) = φ(z¯),
joten h ◦ λ∗ = 1 kuten halusimme.












kommutoi, sillä homomorfismille φ¯ ∈ Hn(D;G)
(hϕ∗(φ¯))(z¯) = ϕ∗(φ¯)(z¯) = ϕ˜(φ)(z) = φ(ϕ(z)),
(ϕ˜∗h)(φ¯)(z¯) = ϕ˜∗(φ¯)(z¯) = φ(ϕ∗(z¯)) = φ(ϕ(z)).
Vastaava kaavio, jossa kuvausten h tilalle vaihdetaan kuvaus λ∗ ei välttämättä
kommutoi sillä kuvauksen λ : Cn → G konstruktio edellytti valitsemaan homo-
morfismin p, jonka voimme useinkin valita monella tavalla. Toisin sanoen jono
(3.1) ei halkea luonnollisesti.
Edellinen lemma kertoo siis, että kohomologiaryhmä Hn(C;G) on itse asias-
sa isomorfinen duaaliryhmän Hom(Hn(C), G) ja kuvauksen h ytimen Ker h suo-
ran summan kanssa. Seuraavaksi selvittämmekin tarkemmin mikä tuo kuvauk-
sen h ydin on. Tarvitsemme kuitenkin joitakin uusia käsitteitä.
3.2.1 Vapaat resoluutiot
Määritelmä 3.2. Abelin ryhmän H vapaa resoluutio on eksakti jono
. . . // F2
f2 // F1
f1 // F0
f0 // H // 0,
missä Abelin ryhmät Fn ovat vapaita kaikilla n.
Koska vapaa resoluutio on eksakti jono, niin Imfn = Kerfn−1 josta seuraa
että fn−1 ◦ fn = 0. Ryhmän H vapaata resoluutiota voidaan siis pitää myös
ketjukompleksina F = {Fn, fn}, missä F−1 = H. Jos G on Abelin ryhmä, niin
dualisoinnissa saatamme menettää jonon eksaktiuden mutta saamme kuitenkin
koketjukompleksin
. . . Hom(F2, G)oo Hom(F1, G)
f˜2oo Hom(F0, G)
f˜1oo Hom(H,G)f˜0oo 0oo
Kompleksin F kohomologiaryhmät ovat siis Hn(F ;G) = Kerf˜n+1/Imf˜n.
Palautetaan mieleen, että joukon S virittämällä vapaalla Abelin ryhmällä
G tarkoitamme ryhmää, joka koostuu kaikista funktioista φ : S → Z joille
φ(x) 6= 0 vain äärellisen monella x ∈ S, varustettuna laskutoimituksella (φ +
ψ)(x) = φ(x) + ψ(x). Ryhmän G kannan muodostavat funktiot {φx | x ∈ S},
missä
φx(y) =
0, jos y 6= x,1, jos y = x,




missä nx = φ(x) ja summaus tapahtuu yli niiden x ∈ S, joilla φ(x) 6= 0. Jos
S on itsekin Abelin ryhmä, niin kanoninen projektio on se yksikäsitteinen
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homomorfismi pi : G → S, jolle pi(φx) = x kaikilla G:n kannan alkioilla φx.
Selvästi pi on surjektio. Nyt voimme helposti konstruoida mille tahansa Abelin
ryhmälle H vapaan resoluution.
Määritelmä 3.3. Olkoon H Abelin ryhmä. Olkoon F0 ryhmän H alkioiden
virittämä vapaa Abelin ryhmä ja f0 kanoninen projektio. Homomorfismin f0
ydin on vapaa, sillä se on vapaan Abelin ryhmän aliryhmä. Olkoon siis F1 =




f0 // H // 0
on eksakti ja kutsumme sitä ryhmän H kanoniseksi vapaaksi resoluutiok-
si.
Kyseisen kompleksin kohomologiaryhmä
H1(F ;G) = Kerf˜2/Imf˜1 = Hom(F1, G)/f˜1(Hom(F0, G)) = Cokerf˜1
riippuu konstruktionsa perusteella vain ryhmistä H ja G ja sitä merkitään
Ext(H,G). Jos H on vapaa, niin H:n vapaa resoluutio halkeaa joten duaalijo-
no on eksakti ja Ext(H,G) = 0.
Seuraava jokseenkin tekninen lemma kertoo oleellisia tuloksia vapaista re-
soluutioista luvussa aiemmin luomamme tavoitteen kannalta.
Lemma 3.4. (a) Olkoon F ja F ′ Abelin ryhmien H ja H ′ vapaita re-
soluutioita ja α : H → H ′ homomorfismi. Tällöin α voidaan laajentaa
ketjukuvaukseksi resoluutiolta F resoluutiolle F ′. Toisin sanoen kaavio
















. . . // F ′2
f ′2 // F ′1
f ′1 // F ′0
f ′0 // H ′ // 0
kommutoi. Lisäksi mitkä tahansa kaksi kuvauksen α laajennusta ketju-
kuvaukseksi ovat keskenään ketjuhomotooppiset.
(b) Olkoon F ja F ′ Abelin ryhmän H kaksi vapaata resoluutiota ja G
Abelin ryhmä. Tällöin on olemassa kanoninen isomorfismi H i(F ;G) ∼=
H i(F ′;G) kaikilla i.
Todistus. (a) Konstruoidaan kuvaukset αi : Fi → F ′i induktiivisesti. Kos-
ka Fi on vapaa kaikilla i niin löydämme sille kannan Ei kaikilla i. Toi-
saalta jos määrittelemme kuvaukset α′i : Ei → F ′i , niin ne laajentuvat
yksikäsitteisesti homomorfismeiksi αi : Fi → F ′i . Olkoon siis x ∈ E0. Kos-
ka f ′0 on surjektio, niin on olemassa x′ ∈ F ′0, jolle f ′0(x′) = α(f0(x)).
Määritellään α′0(x) = x′. Saamme siis homomorfismin α0 : F0 → F ′0, jolle
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f ′0(α0(x)) = α(f0(x)) kaikilla x ∈ E0 ja siten kaikilla x ∈ F0 eli en-
simmäinen neliö kommutoi. Oletetaan sitten, että on määritelty kuvauk-
set αi : Fi → F ′i , joille f ′i(αi(x)) = αi−1(fi(x)) kaikilla i ≤ n ja kaikilla
x ∈ Fi. Olkoon x ∈ En+1. Tällöin f ′n(αn(fn+1(x))) = αn−1(fn(fn+1(x))) =
αn−1(0) = 0, joten αn(fn+1(x)) ∈ Ker f ′n = Im f ′n+1, koska kaavion vaa-
kasuorat jonot ovat eksakteja. Näin ollen löytyy alkio x′ ∈ F ′n+1, jolle
f ′n+1(x′) = αn(fn+1(x)). Määritellään α′n+1 : En+1 → F ′n+1 asettamal-
la α′n+1(x) = x′. Laajentamalla tämä kuvaus saamme homomorfismin
αn+1 : Fn+1 → F ′n+1 jolle f ′n+1αn+1 = αnfn+1. Näin ollen olemme määri-
telleet kuvaukset αn kaikilla n, jotka määrittelevät lisäksi ketjukuvauksen
resoluutiolta F resoluutiolle F ′.
Oletetaan sitten, että myös kuvaukset α′i : Fi → F ′i laajentavat kuvauk-
sen α ketjukuvaukseksi. Erotukset βi = αi − α′i : Fi → F ′i määräävät
ketjukuvauksen, joka laajentaa kuvauksen β = α − α = 0: H → H ′. Jos
onnistumme löytämään ketjuhomotopian λi : Fi → F ′i+1 ketjukuvausten
βi ja 0 välille, niin siitä seuraa että ketjukuvaukset αi ja α′i ovat ketju-
homotooppiset. Toisin sanoen kuvausten λi olisi siis toteutettava relaa-
tio βi = f ′i+1λi + λi−1fi. Konstruoidaan taas kuvaukset λi induktiivises-
ti. Todetaan, että riittää taas määritellä kuvaukset kantojen Ei alkioil-
la. Määritellään ensin, että λ−1 : H → F ′0 on nollakuvaus. Kuvauksen
λ0 : F0 → F ′1 olisi siis toteutettava ehto β0 = f ′1λ0. Olkoon siis x ∈ E0.
Koska f ′0(β0(x)) = β(f0(x)) = 0 ja Kerf ′0 = Imf ′1 niin β0(x) ∈ Imf ′1.
On siis olemassa x′ ∈ F ′1, jolle f ′1(x′) = β0(x). Määritellään siis kuvaus
λ′0 : E0 → F ′1 asettamalla λ′0(x) = x′. Kuvauksen λ′0 yksikäsitteinen laa-
jennettu homorfismi λ0 : F0 → F ′1 toteuttaa ehdon β0 = f ′1λ0 kaikilla
x ∈ F0 sillä ehto toteutuu kannan alkioilla.
Induktioaskeleen osoittamiseksi oletetaan, että on määritelty kuvaukset
λi : Fi → F ′i+1, jotka toteuttavat relaation βi = f ′i+1λi + λi−1fi kaikilla
i ≤ n − 1. Haluaisimme määritellä kuvauksen λ′n : En → F ′n+1 siten,
että λ′n(x) = x′ missä x′ ∈ F ′n+1 on sellainen, että f ′n+1(x′) = βn(x) −
λn−1(fn(x)). Tämä onnistuu, jos βn(x)− λn−1(fn(x)) ∈ Imf ′n+1 = Kerf ′n.
Eli toisin sanoen, jos f ′n(βn(x) − λn−1(fn(x))) = 0. Koska kuvaukset βi
muodostavat ketjukuvauksen, niin f ′nβn = βn−1fn ja toisaalta induktio-
oletuksen nojalla pätee βn−1 = f ′nλn−1 + λn−2fn−1, joten
f ′n(βn − λn−1fn) = βn−1fn − f ′nλn−1fn
= (f ′nλn−1 + λn−2fn−1)fn − f ′nλn−1fn
= f ′nλn−1fn + λn−2fn−1fn − f ′nλn−1fn = 0
Erityisesti siis löytyy sellainen x′ ∈ F ′n+1, jolle f ′n+1(x′) = βn(x)−λn−1(fn(x)).
Määritellään nyt λ′n(x) = x′. Tämä laajentuu taas homomorfismiksi λn : Fn →
F ′n+1, jolle pätee haluttu relaatio βn = f ′n+1λn +λn−1fn. Induktioperiaat-
teen nojalla halutunlaiset kuvaukset λi on siis konstruoitu kaikilla i.
(b) Kohdassa (a) konstruoitujen kuvausten αi : Fi → F ′i duaalikuvaukset
α˜i : Hom(F ′i , G)→ Hom(Fi, G) muodostavat koketjukuvauksen komplek-
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sien F ′ ja F koketjukompleksien välille. Koketjukuvauksen indusoimat
homomorfismit kohomologiassa α∗ : H i(F ′;G) → H i(F ;G) eivät riipu
kohdan (a) perusteella kuvausten αi valinnasta, sillä mitkä tahansa kak-
si ketjukuvausta ovat ketjuhomotooppiset, siten duaalikuvaukset α˜i ovat
koketjuhomotooppiset ja siten ne määräävät samat indusoidut kuvauk-
set kohomologiassa. Jos β : H ′ → H ′′ on myös homomorfismi ja F ′′
Abelin ryhmän H ′′ vapaa resoluutio, niin se laajenee ketjukuvaukseksi
βi : F ′ → F ′′. Koska vastaavuus F 7→ H i(F ;G), φ → φ∗ on kontrava-
riantti funktori niin indusoiduille homomorfismeille pätee (βα)∗ = α∗β∗.
Erityisesti jos oletamme, että α : H → H ′ on isomorfismi, β : H ′ → H
sen käänteiskuvaus ja F ′′ = F , niin α∗β∗ = (βα)∗ = (1)∗ = 1. Vas-
taavasti näytämme, että β∗α∗ = 1. Siis α∗ : H i(F ′;G) → H i(F ;G) on
isomorfismi. Lopulta jos α = 1 : H → H, mutta valitsemme ryhmälle
H eri vapaat resoluutiot F ja F ′, niin saamme kanoniset isomorfismit
1∗ : H i(F ′;G)→ H i(F ;G) kaikilla i.
Huomionarvoista on, että edeltävästä lemmasta seuraa, että mille tahansa
ryhmän H vapaalle resoluutiolle F pätee Hn(F ;G) = 0 kaikilla n > 1, sillä
tämä on selvästi totta kanoniselle vapaalle resoluutiolle. Olemme nyt valmiit
osoittamaan universaalin kerrointeoreeman.
Lause 3.5 (Universaali kerrointeoreema kohomologialle). Olkoon C vapaa ket-
jukompleksi ja G Abelin ryhmä. Kohomologiaryhmät Hn(C;G) määräytyvät ek-
saktista jonosta
0 Hom(Hn(C), G)oo Hn(C;G)hoo Ext(Hn−1(C), G)oo 0oo
joka on luonnollinen ketjukuvausten indusoimien homomorfismien suhteen. Se
halkeaa, mutta ei luonnollisesti.
Todistus. Lähdetään liikkeelle lyhyestä jonosta
0 // Zn i // Cn
∂0 // Bn−1 // 0
kuten lemmassa (3.1), missä ∂0 : Cn → Bn−1 on reunakuvauksen ∂ korajoittu-
ma ja surjektio. Jono on eksakti ja se halkeaa sillä Bn−1 on vapaa. Määritel-
lään ketjukompleksi Z asettamalla sen n-ulotteiseksi ryhmäksi Zn ja reunaho-
momorfismeiksi homomorfismin ∂ rajoittuma joukolle Zn. Tällöin kompleksin
Z reunahomomorfismit ovat nollakuvauksia. Määritellään myös toinen ketju-
kompleksi, D, asettamalla sen n-ulotteiseksi ryhmäksi Dn = Bn−1 ja reuna-
homomorfismeiksi homomorfismin ∂ rajoittuma joukolle Dn. Myös kompleksin
D reunahomomorfismit häviävät. Koska mielivaltaisella syklillä x ∈ Zn pätee
∂(i(x)) = ∂(x) = 0 niin inkluusiokuvaukset i : Zn → Cn muodostavat ketju-
kuvauksen. Samoin koska ∂0∂ = 0 niin kuvaukset ∂0 : Cn → Dn muodostavat
ketjukuvauksen. Tällöin lyhyt eksakti jono ketjukomplekseja
0 // Z i // C ∂0 // D // 0
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halkeaa jokaisessa dimensiossa, joten soveltamalla Hom-funktoria saamme ly-
hyen eksaktin jonon koketjukomplekseja ja edelleen pitkän eksaktin kohomolo-
giajonon, josta tutkimme seuraavaa viittä termiä
(3.2) Hn+1(D;G) Hn(Z;G)βoo Hn(C;G)i∗oo Hn(D;G)∂
∗
0oo Hn−1(Z;G),βoo
missä olemme merkinneet sekaannuksen valttämiseksi yhdistävää reunahomor-
fismia δ∗ symbolilla β.
Koska kompleksin Z reunahomomorfismit ovat nollakuvauksia ja nollaku-
vauksen duaalikuvaus on nollakuvaus itsekin niin myös Z:n koketjukompleksin
koreunahomomorfismit ovat nollakuvauksia. Tällöin koreunakuvaus kuvaa ko-
ko ryhmän Hom(Zn, G) nollaksi, joten sen ydin Zn(Z;G) = Hom(Zn, G). Toi-
saalta sen kuvajoukko on 0, joten Bn(Z;G) = 0. Siis Hn(Z;G) = Hom(Zn, G).
Vastaavasti kompleksilleD päteeHn+1(D;G) = Hom(Dn+1, G) = Hom(Bn, G).
Siis itse asiassa β on kuvaus
Hom(Bn, G)
β← Hom(Zn, G).
Näytetään seuraavaksi, että β ei ole muuta kuin inkluusiokuvauksen jn : Bn →
Zn duaalikuvaus j˜n : Hom(Zn, G)→ Hom(Bn, G). Tämän varmentamiseksi tar-
kastelemme sitä miten kuvaus β itse asiassa on määritelty. Tutkitaan kaaviota











Koska i˜ on surjektio, alkiolle f ∈ Cn(Z;G) löytyy g ∈ Cn(C;G) siten, että
i˜(g) = f . Tässä siis laajennetaan homomorfismi f homomorfismiksi g : Cn → G.
Kuvataan tämä alkioksi δg ∈ Cn+1(C;G) ja koska i˜δg = 0 ja ylempi rivi on ek-
sakti löytyy h ∈ Cn+1(D, G) = Hom(Bn, G) jolle ∂˜0h = δg. Asetamme tällöin,
että βf = h. Näytetään nyt, että j˜n(f) on sellainen kuvaus jolle ∂˜0j˜n(f) = δg,
mistä seuraa että j˜n = β sillä tällainen h on yksikäsitteinen.
Olkoon z ∈ Cn+1, tällöin
(δg)(z) = g(∂z) = f(∂z),
sillä ∂z ∈ Zn ja g on homomorfismin f : Zn → G laajennus. Toisaalta
(∂˜0j˜n(f))(z) = f(jn(∂0z)) = f(∂z),
joten olemme osoittaneet, että β = j˜n.
Lemman (2.12) nojalla jono (3.2) indusoi lyhyen eksaktin jonon





Tehtävänämme on enää identifioida ryhmät Ker j˜n ja Coker j˜n−1. Otetaan jäl-
kimmäiseksi mainittu käsittelyyn ensimmäiseksi.
Tutkitaan jonoa
(3.3) 0 // Bn−1
jn−1 // Zn−1
pi // Hn−1(C) // 0.
Se on selvästi eksakti mutta ei välttämättä halkea. Jos se halkeaa, esimerkiksi
jos Hn−1(C) on vapaa Abelin ryhmä, niin duaalijono
0 Hom(Bn−1, G)oo Hom(Zn−1, G)
j˜n−1oo Hom(Hn−1(C), G)p˜ioo 0oo
on eksakti ja halkeaa. Tällöin kuvaus j˜n−1 on surjektio, joten Coker j˜n−1 = 0 eli
itse asiassa i∗ : Hn(C;G)→ Kerj˜n on isomorfismi, missä Kerj˜n ∼= Hom(Hn(C), G)
kuten pian tullaan näkemään.
Vaikka jono (3.3) ei halkeaisi, se on kuitenkin Abelin ryhmän Hn−1(C) va-
paa resoluutio, sillä molemmat ryhmistä Bn−1 ja Zn−1 ovat vapaita. Tälle re-
soluutiolle F pätee H1(F ;G) = Coker j˜n−1. Toisaalta ryhmän Hn−1(C) ka-
noniselle vapaalle resoluutiolle F ′ pätee H1(F ′;G) = Ext(Hn−1(C), G). Lem-
man (3.4) kohdan (b) nojalla nämä kaksi ovat keskenään isomorfiset, joten
Coker j˜n−1 ∼= Ext(Hn−1(C), G).
Projektiokuvauksen pi : Zn → Hn(C) duaalikuvaus p˜i : Hom(Hn(C), G) →
Hom(Zn, G) on injektio, sillä alkuperäinen projektio on surjektio. Toisaalta
jonoa (3.3) dimensiota ylempänä vastaavan duaalijono on aina eksakti koh-
dassa Hom(Zn, G) joten Im p˜i = Ker j˜n. Näin ollen kuvauksen p˜i korajoittu-
ma p˜i′ : Hom(Hn(C), G) → Ker j˜n on isomorfismi. Tämän identifikaation vä-
lityksellä eksaktin jonomme kuvaus tulee olemaan (p˜i′)−1 ◦ i∗ : Hn(C;G) →
Hom(Hn(C), G). Näytetään että se on sama kuin jo aiemmin tutuksi tullut








kommutoi. Olkoon φ¯ ∈ Hn(C;G) ja z ∈ Zn. Tällöin
(p˜ih)(φ¯)(z) = h(φ¯)(pi(z)) = φ¯(z¯)
= φ(z) = φ(i(z))
= i˜(φ)(z) = i∗(φ¯)(z).
Näin ollen kaavio kommutoi ja olemme näyttäneet, että kohomologiaryhmät
Hn(C;G) määräytyvät eksaktista jonosta
0 Hom(Hn(C), G)oo Hn(C;G)hoo Ext(Hn−1(C), G)oo 0oo
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joka halkeaa lemman (3.1) nojalla.
Lopulta luonnollisuuden osoittamiseksi meidän tulee näyttää, että kaavio
0 Hom(Hn(C), G)oo Hn(C;G)hoo Ext(Hn−1(C), G)oo 0oo










kommutoi, jos C ja C ′ ovat vapaita ketjukomplekseja ja ϕ : C → C ′ ketjuku-
vaus ja oikeanpuoleinen pystykuvaus Ext-ryhmien välillä on homomorfismin
ϕ∗ : Hn−1(C) → Hn−1(C ′) lemman (3.4) antaman ketjukuvauksen indusoima
kuvaus kohomologiassa. Vasemmanpuoleisen neliön kommutointi on jo näytet-
ty lemmassa (3.1) joten pitää osoittaa oikeanpuoleisen neliön kommutointi.
Lähdetään liikkeelle ketjutasolta. Kuvaus ϕ määrittelee homomorfismin











0 // Z ′n
i′ // C ′n
∂′0 // B′n−1 // 0
lyhyiden eksaktien jonojen välille, sillä ϕ kommutoi inkluusiokuvausten i kans-
sa ja se kommutoi reunahomomorfismien ∂0 kanssa sillä ϕ on ketjukuvaus. Näin
ollen ϕ indusoi kuvauksen pitkien eksaktien jonojen (3.2) välille. Tästä seuraa,
että saamme homomorfismin lemman (2.12) antamien lyhyiden eksaktien jo-
nojen välille, jotka sisältävät termit Ker j˜n ja Coker j˜n−1. Siis kaavio









































0 // F ′1
f ′1 // F ′0
f ′0 // Hn−1(C ′) // 0,
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missä ylin vaakarivi on homologiaryhmän Hn−1(C) ja alin vaakarivi vastaavasti
homologiaryhmän Hn−1(C ′) kanoninen vapaa resoluutio ja pystykuvaukset oi-
keanpuoleisten pystykuvausten indusoimia, kuten lemmassa (3.4). Dualisoidaan
ja saamme homomorfismit kohomologiassa 1∗ : Ext(Hn−1(C ′), G) ∼=→ Coker j˜′n−1,
ϕ∗ : Coker j˜′n−1 → Coker j˜n−1 ja 1∗ : Coker j˜n−1
∼=→ Ext(Hn−1(C), G). Näiden kol-
men kuvauksen yhdistetty kuvaus on funktoriaalisuuden nojalla homomorfis-
min ϕ∗ : Hn−1(C)→ Hn−1(C ′) indusoima kuvaus kohomologiassa
(ϕ∗)∗ : Ext(Hn−1(C ′), G)→ Ext(Hn−1(C), G).
Siis kaavio









kommutoi ja yhdistämällä se kaavioon (3.4) saamme halutun neliön kommu-
toinnin ja luonnollisuus on osoitettu.
Jos ϕ∗ : Hn−1(C) → Hn−1(C ′) on isomorfismi niin lemman (3.4) nojalla ko-
homologiassa indusoitu kuvaus (ϕ∗)∗ : Hn(Hn−1(C ′);G) → Hn(Hn−1(C);G) on
isomorfismi joten erityisesti (ϕ∗)∗ : Ext(Hn−1(C ′), G) → Ext(Hn−1(C), G) on
isomorfismi. Näin ollen universaalin kerrointeoreeman antaman lyhyen eksak-
tin jonon luonnollisuus viiden kuvauksen lemman kanssa antaa:
Korollaari 3.6. Olkoon C ja C ′ vapaita ketjukomplekseja ja ϕ : C → C ′ ketju-
kuvaus joka indusoi isomorfismin ϕ∗ : Hn(C) → Hn(C ′) kaikilla n. Tällöin ϕ
indusoi isomorfismin ϕ∗ : Hn(C ′;G)→ Hn(C;G) kaikilla n.
3.3 Kohomologiateoria
Pitkänpuoleisen algebrallisen ekskursion jälkeen on hyvä palata hieman lähem-
mäs konkretiaa ja käsitellä parille topologisia avaruuksia (X,A) määriteltyä
singulaarista kohomologiateoriaa. Näytämme, että se toteuttaa homologiasta
tuttuja ominaisuuksia kuten indusoidun pitkän jonon eksaktius ja typistys.
Määrittelemme myös yleisen kohomologiateorian kategoriassa, joka koostuu pa-
reista (X,A) CW-komplekseja.
3.3.1 Kohomologian aksioomat
Vaikka perinteisesti onkin määritelty aksiomaattinen homologiateoria ja duali-
soinnin kautta kohomologiateoria niin sanotuille hyväksyttävien parien (X,A)
luokille ([ES52]), josta esimerkiksi kaikkien parien (X,A) luokka on yksi esi-
merkki, niin tutkielman kannalta on riittävää rajoittua CW-komplekseihin. Tä-
män rajoituksen myötä myös aksioomat poikkeavat hieman alkuperäisestä mää-
rittelystä.
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Määritelmä 3.7. Olkoon C parien (X,A), missä X on CW-kompleksi ja A sen
alikompleksi ja jatkuvien kuvausten f : (X,A) → (Y,B) kategoria ja A Abelin
ryhmien ja homomorfismien kategoria(tai R-modulien ja modulihomomorfis-
mien kategoria). Kohomologiateoria H∗ koostuu jonosta kontravariantteja funk-
toreita Hn kategorialta C kategorialle A ja luonnollisista kuvauksista (reuna-
homomorfismeista) δ∗ : Hn(A) → Hn+1(X,A), missä A = (A, ∅). Tämä tar-
koittaa, että jokaisella kokonaisluvulla n on määritelty funktori Hn, joka liittää
pariin CW-komplekseja (X,A) Abelin ryhmän Hn(X,A) ja jatkuvaan kuvauk-
seen f : (X,A) → (Y,B) homomorfismin f ∗ = Hn(f) : Hn(Y,B) → Hn(X,A)













kommutoi. Lisäksi vaadimme, että seuraavat aksioomat toteutuvat:
1. Eksaktius Parille (X,A) CW-komplekseja jono








oo . . .oo
on eksakti, missä i : A→ X ja j : (X, ∅)→ (X,A) ovat inkluusioita.
2. Homotopia Jos f ' g, niin f ∗ = g∗.
3. Typistys Jos X on CW-kompleksi ja A,B kompleksin X alikomplekse-
ja joille A∪B = X, niin inkluusiokuvaus j : (B,A∩B)→ (X,A) indusoi
isomorfismin
j∗ : Hn(X,A)→ Hn(B,A ∩B).
4. Additiivisuus Jos (X,A) = ∐α(Xα, Aα) on erillinen yhdiste pareja









Huomautus. Kolmas eli typistys-aksiooma esitetään useimmiten muodossa: Jos
(X,A) on pari CW-komplekseja ja U ⊂ A avoin joukko, jolle U¯ ⊂ A, niin
inkluusio i : (X \ U,A \ U)→ (X,A) indusoi isomorfismin
i∗ : Hn(X,A)→ Hn(X \ U,A \ U).
Nämä kaksi ehtoa ovat kuitenkin helposti nähtävissä ekvivalenteiksi [Swi75,
s.100], joten käytämme tutkielman kannalta kätevämpää vaihtoehtoista ak-
sioomaa.
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Homomorfismi µ : Hn(X,A) → Kn(X,A) (määritelty kaikilla n) kahden
kohomologiateorian H∗ ja K∗ välillä on luonnollinen transformaatio jos se
on luonnollinen muunnos funktorilta Hn funktorille Kn ja se kommutoi reuna-











Olkoon (X,A) topologinen pari ja G Abelin ryhmä. Singulaaristen n-ketjujen
muodostamat vapaat Abelin ryhmät Cn(X,A) ja reunahomomorfismit ∂ : Cn(X,A)→
Cn−1(X,A) muodostavat vapaan ketjukompleksin S(X,A). Luvussa 3.1 esitelty
teoria yleiselle ketjukompleksille pätee siis singulaariselle homologialle ja olem-
me määritelleet parin (X,A) singulaariset kohomologiaryhmät Hn(X,A;G) =
Hn(S(X,A);G), jonka kertoimet ovat ryhmässä G. Jos A = ∅, niin jätäm-
me sen jatkossa merkitsemättä.
Pitkä eksakti jono. Lyhyt eksakti jono
0 // Cn(A) i // Cn(X)
j // Cn(X,A) // 0
halkeaa jokaisessa dimensiossa n, joten dualisointi johtaa lyhyeen eksaktiin
jonoon koketjukomplekseja ja siten parin (X,A) pitkään eksaktiin jonoon






oo . . .oo
Dualisointi johtaa myös kiinnostavaan joskin melko ymmärrettävään tulkintaan
relatiivisista n-ketjuista φ ∈ Cn(X,A;G). Siinä missä ketjutasolla (homologias-
sa) relatiiviset n-ketjut (-syklit) ovat tekijäryhmän Cn(X)/Cn(A) alkioita niin
koketjutasolla tilanne on varsin toinen. Relatiivinen koketju φ ∈ Cn(X,A;G)
on homomorfismi tekijäryhmältä Cn(X,A) Abelin ryhmälle G. Tälläisten ku-
vausten muodostama ryhmä on isomorfinen sen ryhmän Cn(X;G) aliryhmän
kanssa, joka koostuu homomorfismeista φ ∈ Cn(X;G) joille φ|Cn(A) = 0.
Voimme siis pitää relatiivisten koketjujen ryhmää Cn(X,A;G) absoluuttisten
koketjujen ryhmän Cn(X;G) aliryhmänä. Jos φ ∈ Cn(X,A;G) häviää joukossa
Cn(A;G) ja z ∈ Cn+1(A) niin ∂z ∈ Cn(A), joten
δ(φ)(z) = φ(∂(z)) = 0.
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Siis reunahomomorfismi δ kuvaa ryhmän Cn(X,A;G) ryhmälle Cn+1(X,A;G)
ja voimme tulkita duaalikuvauksen j˜ inkluusiokuvaukseksi. Toisaalta duaali-
kuvaus i˜ : Cn(X;G) → Cn(A;G) kuvaa homomorfismin φ : Cn(X) → G ho-
momorfismiksi φ ◦ i joten sen vaikutus on rajoittaa kuvauksen φ lähtöjoukkoa
joukosta Cn(X) joukkoon Cn(A). Isomorfismin Cn(A;G) ∼= Cn(X;G)/Imj˜ vä-
lityksellä se vastaa itse asiassa projektiota. Kootusti voimme sanoa, että dua-
lisoimalla lyhyen eksaktin jonon
0 // Cn(A) i // Cn(X)
j // Cn(X,A) // 0
saamme lyhyen eksaktin jonon koketjuille, missä j˜ vastaa inkluusiota ja i˜ pro-
jektiota.
Vastaavasti saamme pitkän eksaktin jonon parin (X,A) redusoiduille koho-
mologiaryhmille






oo . . .oo
kun tutkimme korotettuja komplekseja. Tutkitaan yksiön {x0} redusoituja ko-
homologiaryhmiä. UKT:n nojalla
H˜n(x0;G) = Hom(H˜n(x0), G)⊕ Ext(H˜n−1(x0), G).
Toisaalta tiedämme, että yksiölle pätee H˜n(x0) = 0 kaikilla n joten H˜n(x0;G) =
0. Soveltamalla tätä tietoa ylläolevaan pitkään eksaktiin jonoon saamme iso-
morfismit H˜n(X;G) ∼= H˜n(X, x0;G) = Hn(X, x0;G).
Indusoidut homomorfismit. Kuvaus f : (X,A) → (Y,B) indusoi jo-
kaisella n homomorfismin f] : Cn(X,A) → Cn(Y,B) ja siten ketjukuvauksen
f] : S(X,A) → S(Y,B) joten se indusoi homomorfismin kohomologiaryhmien
välille f ∗ : Hn(Y,B;G) → Hn(X,A;G), joka toteuttaa funktoriaaliset ehdot.
Itse asiassa f indusoi kommutoivan kaavion










0 // S(B) i // S(Y ) j // S(Y,B) // 0
jonojen lyhyitä eksakteja ketjukomplekseja välille. Näin ollen se indusoi ku-
vauksen vastaavien pitkien eksaktien jonojen välille.
Koska Cn(X,A) on vapaa jokaisella n voimme soveltaa UKT:n luonnollisuutta
ketjukuvaukseen f] : S(X,A)→ S(Y,B) ja saamme kommutoivan diagrammin












Homotopia.Nähdäksemme, että singulaarinen kohomologia on homotopia-
invariantti riittää todeta että homotooppiset kuvaukset f ' g : (X,A) →
(Y,B) indusoivat ketjuhomotooppiset kuvaukset f], g] : S(X,A) → S(Y,B).
Luvun 3.1 yleisen teorian nojalla silloin kohomologiassa indusoidut kuvaukset
ovat samat eli f ∗ = g∗ : Hn(Y,B;G)→ Hn(X,A;G).
Typistys. Olkoon U ⊂ A ⊂ X sellaisia, että U¯ ⊂ Int(A). Inkluusiokuvaus
i : (X \ U,A \ U)→ (X,A) indusoi isomorfismin homologiassa
i∗ : Hn(X \ U,A \ U)→ Hn(X,A)
kaikilla n joten soveltamalla UKT:n luonnollisuutta saamme kommutoivan kaa-
vion











Koska keskimmäistä pystysuoraa kuvausta lukuunottamatta tiedämme muut
pystysuorat kuvaukset isomorfismeiksi niin viiden kuvauksen lemmaa sovelta-
malla saamme halutut isomorfismit
i∗ : Hn(X,A;G)→ Hn(X \ U,A \ U ;G).
Huomautus. Vaikka singulaarinen kohomologia ei edeltävän aksiomaattisen mää-
ritelmän nojalla olekaan kohomologiateoria, sillä kaikki parit (X,A) eivät vält-
tämättä ole CW-komplekseja, niin ylläolevassa tarkastelussa kävimme läpi vas-
taavanlaisia aksioomia ja perinteisessä mielessä singulaarinen kohomologia toki
määrittelee kohomologiateorian, joka on lisäksi tavallinen eli pisteen x0 koho-
mologiaryhmät ovat Hn(x0;G) = 0 kun n > 0 ja H0(x0;G) = G, kuten helposti
nähdään UKT:n avulla.
Palautetaan heuristisesti mieleen, mitä tarkoitamme avaruudenX ∆-kompleksi
rakenteella. Sanomme, että kokoelma Σ = {σj | j ∈ J} järjestetettyjä simplek-
sejä, jotka eivät välttämättä ole samassa vektoriavaruudessa, on ∆-kompleksi,
jos
(i) Simpleksin σj jokainen sivu annetun järjestyksen suhteen kuuluu myös
kokoelmaan Σ.
(ii) Jokaisella n ∈ N on annettu ekvivalenssirelaatio ∼n kokoelman Σ n-
simpleksien joukossa, joka on sellainen että ehdosta σ ∼n σ′ seuraa, että
di(σ) ∼n−1 di(σ′) jokaisella i = 0, . . . , n. Tämä tarkoittaa, että jos kaksi
simpleksiä ovat ekvivalentit, niin niiden vastaavat sivut ovat myös ekvi-
valentteja keskenään.
Muodostetaan ∆-kompleksin K simplekseistä erillinen (topologinen) yhdiste
Z = ⊔j∈J σj ja määritellään joukossa Z ekvivalenssirelaatio ∼ identifikaatioi-
den
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(i) Jos σ′ < σ, niin σ′ ∼ di(σ) missä di(σ) on simpleksiä σ′ vastaava sivu
(ii) Jos σ ∼n σ′, niin x ∼ f(x) kaikilla x ∈ σ ja f : σ → σ′ on järjestyksen
säilyttävä homeomorfismi
virittämänä relaationa. Näin saatua tekijäavaruutta Z/ ∼ kutsumme ∆-kompleksin
K monitahokkaaksi (polyhedron) |K|. Sanomme, että topologinen avaruus X
on ∆-kompleksi jos se on homeomorfinen avaruuden |K| kanssa.
Lienee mainitsemisen arvoista, että edeltävä konstruktio on puhtaasti kombina-
torinen sillä jokainen ∆-kompleksi on homeomorfinen tavallisen simplisiaalisen
kompleksin kanssa jakamalla ∆-kompleksi pienempiin palasiin. Konstruktion
hyöty piilee kuitenkin käytännön laskuissa, sillä trianguloituvan avaruuden X
∆-kompleksi rakenne vaatii yleensä huomattavasti vähemmän simpleksejä kuin
perinteinen simplisiaalisen kompleksin struktuuri. Alikompleksilla L tarkoitam-
me luonnollisesti osakokoelmaa simpleksejä, joka on suljettu sivujen ja edellä
määriteltyjen identifikaatioiden suhteen.
Simplisiaalinen kohomologia
Oletetaan, että X on ∆-kompleksi ja A ⊂ X sen alikompleksi. Simplisiaalis-
ten n-ketjujen ryhmät ∆n(X,A) muodostavat ketjukompleksin ja siten duali-
soituvat simplisiaalisiksi koketjuryhmiksi ∆n(X,A) = Hom(∆n(X,A), G) jois-
ta saamme simplisiaaliset kohomologiaryhmät Hn∆(X,A;G). Inkluusiokuvauk-
set ιn : ∆n(X,A) → Cn(X,A) jotka kuvaavat simpleksin σ sen karakteristi-
selle kuvaukselle fσ : ∆n → X ovat homomorfismeja ja määräävät itse asias-
sa ketjukuvauksen simplisiaalisen ja singulaarisen kompleksin välille. Homolo-
giateoriasta tiedämme, että tämä kuvaus indusoi isomorfismin homologiassa
ι∗ : H∆n (X,A;G) → Hn(X,A;G). Näin ollen korollaarin (3.6) nojalla duaali-
kuvaukset ι˜ : Cn(X,A) → ∆n(X,A) indusoivat isomorfismin kohomologiassa
ι∗ : Hn(X,A;G)→ Hn∆(X,A;G).
Oleellisesti tämä siis kertoo sen analogisen faktan kohomologiaryhmistä, että
trianguloituville avaruuksille X voimme laskea sen kohomologiaryhmät simpli-
siaalisia kohomologiaryhmiä käyttäen.
3.3.3 Solukohomologia
Olkoon nyt koko aliluvussa X CW-kompleksi ja G Abelin ryhmä. Olkoon Xn
CW-kompleksin X osajoukko, joka on yhdiste niistä X:n soluista, joiden di-
mensio on korkeintaan n. Tällöin Xn on X:n alikompleksi ja kutsumme sitä
X:n n-rungoksi. Jos X = Xn jollakin n, sanomme että X on äärellisulotteinen.
Määritellään nyt, että
CnCW(X) = Hn(Xn, Xn−1),
missä oikea puoli on siis parin (Xn, Xn−1) singulaarinen kohomologiaryhmä ja








Tällöin dndn−1 = 0, sillä yhdistetty kuvaus jnδn−1 = 0, koska se on osa pa-
rin (Xn, Xn−1) pitkää eksaktia jonoa. Kutsumme ketjukompleksia C∗CW =
{CnCW(X), dn} avaruuden X solukoketjukompleksiksi. Sen solukohomolo-
giaryhmät ovat luonnollisesti
HnCW(C∗CW(X);G) = Ker dn/Im dn−1.
Seuraava lause kertoo sen, että CW-kompleksinX solukohomologiaryhmät ovat
isomorfiset singulaaristen kohomologiaryhmien kanssa, joten voimme käyttää
avaruuden CW-struktuuria kohomologian laskemiseen. Todistuu perustuu pit-
kälti UKT:hen ja soluhomologialle tunnettuihin seikkoihin.
Lause 3.8. Olkoon X CW-kompleksi. Tällöin HnCW(C∗CW(X);G) ∼= Hn(X;G).
Todistus. Koska Hk(Xn, Xn−1) = 0 jos k 6= n ja Hn(Xn, Xn−1) on vapaa Abe-
lin ryhmä, niin Ext(Hk(Xn, Xn−1)) = 0 kaikilla k. UKT implikoi nyt, että
Hk(Xn, Xn−1;G) ∼= Hom(Hk(Xn, Xn−1);G) kaikilla k ja Hk(Xn, Xn−1;G) = 0








joten saamme isomorfismit Hk(Xn;G) ∼= Hk(Xn−1;G) kun k 6= n, n − 1, sillä
reunimmaiset ryhmät ovat tällöin triviaaleja. Induktiolla n:n suhteen näemme,
että Hk(Xn;G) ∼= Hk(Xn−1;G) ∼= Hk(Xn−2;G) ∼= . . . ∼= Hk(X0;G) = 0 kun
k > n. Viimeinen yhtäsuuruus seuraa siitä, että X0 on diskreetti joukko pistei-
tä, joten sen k:s homologiaryhmä on triviaali kun k > 0 ja siten UKT:n nojalla
sen kohomologiaryhmä on myös triviaali. Koska inkluusio i : Xn+1 → X in-
dusoi isomorfismin i∗ : Hk(Xn+1) → Hk(X) kun k < n + 1, seuraa UKT:n
luonnollisuudesta inkluusion i suhteen ja viiden kuvauksen lemmasta, että
Hn(X;G) ∼= Hn(Xn+1;G). Seuraava kaavio, missä diagonaaliset jonot ovat
osia parien (Xn−1, Xn−2), (Xn, Xn−1) ja (Xn+1, Xn) pitkistä eksakteista jo-
























Ensinnäkin, koskaHn−1(Xn−2) = 0, niin jn−1 on surjektio ja koskaHn(Xn+1, Xn) =
0, niin in on injektio. Toiseksi, koska dn = δnjn, niin jn(Kerdn) ⊂ Kerδn. Lisäk-
si koska jn on surjektio, niin jokaisella y ∈ Ker δn on olemassa x s.e jn(x) = y.
Erityisesti dn(x) = δnjn(x) = 0 joten Ker δn ⊂ jn(Ker dn). Siis jn indusoi
isomorfismin Ker dn/Im δn−1 = Ker dn/Ker jn ∼= Ker δn. Näin ollen saamme,
että
Hn(X;G) ∼= Hn(Xn+1;G) ∼= in(Hn(Xn+1;G)) ∼= Ker δn ∼= Ker dn/Im δn−1
= Ker dn/Im (δn−1jn−1) ∼= Ker dn/Im dn−1 = HnCW(C∗CW(X);G).
Muistutetaan, että avaruudenX soluketjukompleksi on {Hn(Xn, Xn−1); dn},
missä dn on yhdistetty kuvaus
Hn(Xn, Xn−1) ∂n→ Hn−1(Xn−1) jn−1→ Hn−1(Xn−1, Xn−2).
Edellisen lauseen todistuksen alussa huomasimme, että Hn(Xn, Xn−1;G) ∼=
Hom(Hn(Xn, Xn−1);G). Toisin sanoen avaruuden X solukoketjukompleksin
C∗CW ryhmät ovat isomorfisia sen soluketjukompleksin duaaliryhmien kanssa.
Myös reunahomomorfismeilla dn ja dn on vastaava yhteys.
Lause 3.9. Avaruuden X solukoketjukompleksi C∗CW on isomorfinen soluket-

















∂˜n+1 // Hom(Hn+1(Xn+1, Xn);G),
jonka ylärivillä on siis kuvaus dn ja alarivillä d˜n+1 ja kuvaus h on tuttu UKT:n
todistuksesta. Näytetään että kaavio kommutoi. Vasen neliö kommutoi, kos-
ka kuvaus h on luonnollinen ja inkluusio j : (Xn, ∅)→ (Xn, Xn−1) määrittelee
ketjukuvauksen. Oikeanpuoleisen neliön kommutoinnin näyttämiseksi olkoon
α ∈ Hn(Xn;G) ja ϕ ∈ Cn(Xn;G) sen edustaja. Reunahomomorfismi δn kon-
struoidaan siten, että laajennetaan ensin ϕ koketjuksi ϕ¯ ∈ Cn(Xn+1;G) ja
kuvataan se sitten reunahomomorfismilla δ : Cn(Xn+1;G) → Cn+1(Xn+1;G)
alkioksi δϕ¯ = ϕ¯∂. Tälle löytyy alkio ψ ∈ Cn+1(Xn+1, Xn;G) siten, että homo-
morfismille j˜ : Cn+1(Xn+1, Xn;G)→ Cn+1(Xn+1;G) pätee j˜(ψ) = ϕ¯∂. Tutkit-
taessa singulaarista kohomologiaa totesimme kuitenkin, että itse asiassa kuvaus
j˜ vastaa inkluusiota, joten ϕ¯∂ ∈ Cn+1(Xn+1, Xn;G). Nyt ϕ¯∂ edustaa alkiota
δn(α) ∈ Hn+1(Xn+1, Xn;G). Jos z¯ ∈ Hn+1(Xn+1, Xn), niin kuvauksen h mää-
ritelmän nojalla h(δn(α))(z¯) = (ϕ¯∂)(z), missä z ∈ Zn+1(Xn+1, Xn) on rela-
tiivinen sykli eli ∂z ∈ Cn(Xn). Alunperin kuitenkin lähdimme liikkeelle siitä,
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että ϕ ∈ Cn(Xn;G), joten tällaisilla ketjuilla ϕ¯∂ = ϕ∂. Näin ollen ϕ∂ edustaa
alkiota h(δn(α)).
Toiseen suuntaan h(α)(y¯) = ϕ(y), missä y ∈ Zn(Xn). Nyt jos z ∈ Zn+1(Xn+1, Xn),
niin ∂˜(h(α))(z¯) = h(α)(∂(z¯)) = ϕ(∂(z)). Siis ϕ∂ edustaa myös alkiota ∂˜(h(α))
ja saamme halutun neliön kommutoinnin osoitetuksi. Koska kaavion vasen ja
oikea pystykuvaus ovat isomorfismeja vastaa dn kuvausta d˜n+1 tämän isomor-
fismin välityksellä.
Esimerkki 3.10. Määritellään avaruudessa Rn+1 ekvivalenssirelaatio x ∼ λx
kaikilla λ ∈ R \ {0}. Tekijäavaruutta RP n = (Rn+1 \ {0})/ ∼ kutsutaan
n-ulotteiseksi reaaliseksi projektiiviseksi avaruudeksi. Jos rajoitumme
pelkästään vektoreihin joiden pituus on 1, toisin sanoen joukkoon Sn rajoit-
taen ekvivalenssirelaatiota eli x ∼ −x, niin tekijäavaruus Sn/ ∼ on homeo-
morfinen projektiivisen avaruuden RP n kanssa. Ekvivalentisti voimme myös
määritellä projektiivisen avaruuden tekijäavaruutena B¯n/ ∼ missä ekivalens-
sirelaatio ∼ samaistaa vastakkaiset pisteet reunalla, ja jokainen alkio avoi-
messa kuulassa Bn muodostaa oman luokkansa. Toisin sanoen x ∼ y jos
ja vain jos y = x tai y = −x ja x ∈ ∂B¯n. Toisaalta ∂B¯n = Sn−1, joten
∂B¯n/ ∼ = RP n−1. n-ulotteinen projektiivinen avaruus RP n saadaan siis yh-
tä dimensiota alemmasta projektiivisesta avaruudesta liittämällä siihen n-solu
projektion p : Sn−1 → RP n−1 välityksellä. Induktiolla dimension n suhteen täs-
tä seuraa, että avaruus RP n on CW-kompleksi, jossa on yksi solu ej jokaisella
0 ≤ j ≤ n. Lisäksi projektiivisen avaruuden RP n j-runko on RP j.
Jos X on CW-kompleksi, niin Hn(Xn, Xn−1) on vapaa Abelin ryhmä, jonka
kanta on bijektiivisessä vastaavuudessa kompleksin X n-solujen kanssa. Tästä
seuraa, että Hn(RP n,RP n−1) ∼= Z. Lisäksi reunahomomorfismi
dn+1 : Hn+1(RP n+1,RP n)→ Hn(RP n,RP n−1)
on nollakuvaus jos n on parillinen ja vastaa kertolaskua luvulla 2 jos n on
pariton [Mun84, s. 237]. Avaruuden RP n soluketjukompleksi on siis
0 // Z 2 // Z 0 // . . . 2 // Z 0 // Z // 0,
jos n on parillinen ja
0 // Z 0 // Z 2 // . . . 2 // Z 0 // Z // 0,
jos n on pariton. Muistaen, että Hom(Z, G) ∼= G ja että kertolaskukuvauksen
f : Z → Z duaalikuvaus vastaa kertolaskua samalla luvulla saamme dualisoi-
malla ylläolevat jonot projektiivisen avaruuden RP n solukoketjukompleksiksi
kertoimilla G = Z2
0 Z2oo Z20oo . . .0oo Z20oo Z20oo 0oo
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riippumatta n:n parillisuudesta tai parittomuudesta, sillä kertominen kahdella
Z2 → Z2 vastaa nollakuvausta. Erityisesti siis projektiivisen avaruuden koho-
mologiaryhmät kertoimilla Z2 ovat
H i(RP n;Z2) =
Z2, kun 0 ≤ i ≤ n,0 muuten.
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4 Kohomologiarengas
Edeltävän luvun tulokset, etupäässä universaali kerrointeoreema ja sen korol-
laari kertovat, että tapauksessa jossa homologiaryhmät eivät tuo ratkaisua alla
piilevään topologiseen tai algebralliseen ongelmaan eli kahden kompleksin ho-
mologiaryhmät ovat isomorfiset niin eivät dualisaation avulla saadut kohomo-
logiaryhmätkään ongelmaa ratkaise, sillä ne ovat myös isomorfiset. Saattaakin
herätä kysymys miksi vaivaudumme moiseen konstruktioon jos se ei tuo mitään
lisävaloa ongelmaan? Tämän luvun tarkoituksena on vastata edeltävään kysy-
mykseen konstruoimalla kohomologiaryhmien välille uusi laskutoimitus, niin
kutsuttu kuppitulo. Näytämme, että se tekee avaruuden X kohomologiaryh-
mistä renkaan ja että tämä rengasrakenne saattaa erottaa avaruudet toisistaan,
kun pelkkä ryhmärakenne ei sitä tee.
4.1 Kuppitulo
Aloitetaan kuppitulon määritelmällä. Sen sijaan, että tutkisimme kohomolo-
giaa pelkästään Abelin ryhmän G yli niin oletamme nyt että kertoimet ovat
renkaassa R. Emme oleta renkaan olevan ykkösellinen vaan mainitsemme aina
jos teemme lisäoletuksen ykkösellisyydestä. Käytännössä kuitenkin valitsemme
usein kerroinrenkaaksi jonkun seuraavista Z,Zn,Q, jotka ovat ykkösellisiä.
Määritelmä 4.1. Olkoon X avaruus ja R rengas. Määrittelemme kuvauksen
∪ : Ck(X;R)× C`(X;R)→ Ck+`(X;R),
seuraavasti: Olkoon ϕ ∈ Ck(X;R) ja ψ ∈ C`(X;R). Parin (ϕ, ψ) kuva on se
yksikäsitteinen homomorfismi Ck+`(X) → R, joka saa vapaan Abelin ryhmän
Ck+`(X) virittäjäalkiolla eli singulaarisella simpleksillä σ : ∆k+` → R arvon
(ϕ ∪ ψ)(σ) = ϕ(σ|[v0, . . . , vk])ψ(σ|[vk, . . . , vk+`]).
Kertolasku yhtälön oikealla puolella on luonnollisesti kertolasku renkaassa R,
σ|[v0, . . . , vk] singulaarisen (k + `)-simpleksin σ rajoittuma sen k-sivulle ∆k ja
σ|[vk, . . . , vk+`] σ:n rajoittuma `-sivulle [vk, . . . , vk+`]. Kutsumme koketjua ϕ∪ψ
koketjujen ϕ ja ψ kuppituloksi.
Huomautus. Tarkalleen ottaen kaavan oikealla puolella σ|[v0, . . . , vk] = σ ◦
ε(v0, . . . , vk) missä ε(v0, . . . , vk) on se yksikäsitteinen affiini kuvaus ∆k → ∆k+`,
joka kuvaa simpleksin ∆k kärkipisteet v0, . . . , vk kaavalla ε(v0, . . . , vk)(vi) = vi.
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Itse asiassa tämä kuvaus on homeomorfismi (k+`)-simpleksin ∆k+` ”etummai-
selle” k-sivulle, joten kyseessä on vain luonnollinen samastus simpleksin ∆k+`
k-sivun ja simpleksin ∆k välillä. Tällä tarkennuksella σ◦ε(v0, . . . , vk) tarkoittaa
nimenomaan singulaarisen simpleksin σ rajoittumaa k-simpleksille [v0, . . . , vk].
Vastaava argumentti termille σ|[vk, . . . , vk+`] näyttää, että kaava on järkevästi
määritelty ja jatkossa pitäydymme tyypillisessä konventiossa, jossa samastam-
me simpleksin ∆j k-sivun simpleksin ∆k kanssa.
Lause 4.2. Kuppitulo on liitännäinen ja toteuttaa osittelulait. Lisäksi jos ren-
gas R on ykkösellinen, niin kuvaus 1 : C0(X) → R jolle 1(ϕ) = 1R jokai-
sella singulaarisella 0-simpleksillä ϕ on kuppitulon ykkösalkio. Toisin sanoen
1 ∪ ϕ = ϕ = ϕ ∪ 1 kaikilla ϕ ∈ Cn(X;R).
Todistus. Olkoon ϕ, ϕ′ ∈ Ck(X;R), ψ, ψ′ ∈ C`(X;R) ja φ ∈ Cj(X;R). Tällöin
singulaariselle simpleksille σ : ∆k+` → R pätee
((ϕ+ ϕ′) ∪ ψ)(σ) = (ϕ+ ϕ′)(σ|[v0, . . . , vk])ψ(σ|[vk, . . . , vk+`])
= (ϕ(σ|[v0, . . . , vk]) + ϕ′(σ|[v0, . . . , vk]))ψ(σ|[vk, . . . , vk+`])
= ϕ(σ|[v0, . . . , vk])ψ(σ|[vk, . . . , vk+`])
+ ϕ′(σ|[v0, . . . , vk])ψ(σ|[vk, . . . , vk+`])
= (ϕ ∪ ψ)(σ) + (ϕ′ ∪ ψ)(σ),
missä käytimme hyväksi sitä, että kertolasku renkaassa R toteuttaa osittelulait.
Vastaavasti näytämme että
(ϕ ∪ (ψ + ψ′))(σ) = (ϕ ∪ ψ)(σ) + (ϕ ∪ ψ′)(σ).
Siis kuppitulo toteuttaa osittelualait. Liitännäisyyden näyttämiseksi olkoon σ
singulaarinen (k + `+ j)-simpleksi. Tällöin
((ϕ ∪ ψ) ∪ φ)(σ) = (ϕ ∪ ψ)(σ|[v0, . . . , vk+`])φ(σ|[vk+`, . . . , vk+`+j])
= (ϕ(σ|[v0, . . . , vk])ψ(σ|[vk, . . . , vk+`]))φ(σ|[vk+`, . . . , vk+`+j])
= ϕ(σ|[v0, . . . , vk])(ψ(σ|[vk, . . . , vk+`])φ(σ|[vk+`, . . . , vk+`+j]))
= ϕ(σ|[v0, . . . , vk])(ψ ∪ φ)(σ|[vk, . . . , vk+`+j])
= (ϕ ∪ (ψ ∪ φ))(σ),
joten liitännäisyyskin seuraa renkaan R kertolaskun liitännäisyydestä. Lopulta
singulaariselle k-simpleksille σ pätee
(1 ∪ ϕ)(σ) = 1(σ|[v0])ϕ(σ|[v0, . . . , vk]) = 1Rϕ(σ|[v0, . . . , vk]) = ϕ(σ)
joten 1 ∪ ϕ = ϕ ja vastaavasti ϕ ∪ 1 = ϕ.




Oleellisesti tähän riittää se, että kahden kosyklin kuppitulo on kosykli ja tulon
ϕ ∪ ψ kohomologialuokka riippuu ainoastaan kosyklien ϕ ja ψ kohomologia-
luokista. Tätä varten tarvitsemme lemman, joka liittää kuppitulon koreunaku-
vaukseen δ.
Lemma 4.3. Olkoon ϕ ∈ Ck(X;R) ja ψ ∈ C`(X;R). Tällöin δ(ϕ ∪ ψ) =
δϕ ∪ ψ + (−1)kϕ ∪ δψ
Todistus. Palautetaan todistuksen alkuun mieleen, että yleisiä ketjukomplek-
seja ja niiden kohomologiaa käsittelevän luvun alun perusteella koreunaho-
momorfismi δ : Cn(X;G) → Cn+1(X;G) ei ole muuta kuin reunahomomorfis-
min ∂ : Cn+1(X)→ Cn(X) duaalikuvaus. Tämä tarkoittaa, että singulaariselle
(n+ 1)-simpleksille σ : ∆n+1 → X
(δϕ)(σ) = (ϕ∂)(σ) = ϕ(
n+1∑
i=0




(−1)iϕ(σ|[v0, . . . , vi−1, vˆi, vi+1, . . . , vn+1]),
missä [v0, . . . , vi−1, vˆi, vi+1, . . . , vn+1] tarkoittaa kärkipisteiden v0, v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn+1
virittämää n-simpleksiä. Näin ollen singulaariselle (k+`+1)-simpleksille σ las-
kemme, että
δ(ϕ ∪ ψ)(σ) =
k+`+1∑
i=0








(−1)iϕ(σ|[v0, . . . , vk])ψ(σ|[vk, . . . , vˆi, . . . , vk+`+1])
sillä ϕ ∪ ψ on homomorfismi. Toisaalta




(−1)iϕ(σ|[v0, . . . , vˆi, . . . , vk+1])
)




(−1)iϕ(σ|[v0, . . . , vˆi, . . . , vk+1])ψ(σ|[vk+1, . . . , vk+`+1])
ja vastaavasti
(−1)kϕ ∪ δψ = (−1)k
k+`+1∑
i=k




(−1)iϕ(σ|[v0, . . . , vk])ψ(σ|[vk, . . . , vˆi, . . . , vk+`+1]).
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Ensimmäisen summan viimeinen termi (−1)k+1ϕ(σ|[v0, . . . , vk])ψ(σ|[vk+1, . . . , vk+`+1])
ja toisen summan ensimmäinen termi (−1)kϕ(σ|[v0, . . . , vk])ψ(σ|[vk+1, . . . , vk+`+1])
kumoavat toisensa joten kun laskemme edeltävät kaksi summaa yhteen, jäljelle
jää täsmälleen δ(ϕ ∪ ψ)(σ).
Lause 4.4. Koketjuille määritelty kuppitulo indusoi kuvauksen
Hk(X;R)×H`(X;R) ∪→ Hk+`(X;R),
joka on liitännäinen ja toteuttaa osittelulait. Lisäksi jos R on ykkösellinen, niin
1¯ on indusoidun kuvauksen ykkösalkio.
Todistus. Olkoot ϕ ∈ Ck(X;R) ja ψ ∈ C`(X;R) kosyklejä. Tällöin
δ(ϕ ∪ ψ) = δϕ ∪ ψ + (−1)kϕ ∪ δψ = 0 ∪ ψ + (−1)kϕ ∪ 0 = 0,
joten kahden kosyklin kuppitulo on myös kosykli ja kuppitulon rajoittuma in-
dusoi kuvauksen
Zk(X;R)× Z`(X;R) ∪→ Zk+`(X;R).
Oletetaan sitten, että ϕ, ϕ′ ∈ Zk(X;R) ja ψ, ψ′ ∈ Z`(X;R) määräävät samat
kohomologialuokat eli ϕ−ϕ′ ∈ Bk(X;R) ja ψ−ψ′ ∈ B`(X;R). Tällöin ϕ−ϕ′ =
δϕ′′ jollekin ϕ′′ ∈ Ck−1(X;R) joten
δ(ϕ′′ ∪ ψ) = δϕ′′ ∪ ψ + (−1)kϕ′′ ∪ δψ = δϕ′′ ∪ ψ.
Siis
δϕ′′ ∪ ψ = (ϕ− ϕ′) ∪ ψ = ϕ ∪ ψ − ϕ′ ∪ ψ
on koreuna. Tämä tarkoittaa, että koketjut ϕ ∪ ψ ja ϕ′ ∪ ψ määräävät saman
kohomologialuokan. Vastaavasti näytämme, että koketjut ϕ′∪ψ ja ϕ′∪ψ′ mää-
räävät saman kohomologialuokan, joten kahden kosyklin kuppitulon kohomo-
logialuokka ei ole riippuvainen edustajien valinnoista vaan ainoastaan kyseessä
olevien kosyklien kohomologialuokista. Siispä kuppitulo indusoi halutun ku-
vauksen kohomologiassa. Indusoitu kuvaus on selvästi liitännäinen ja toteuttaa
osittelulait, sillä se on sitä jo koketjutasolla. Lisäksi
(δ1)(σ) = 1(∂σ) = 1(σ(v0)− σ(v1)) = 1(σ(v0))− 1(σ(v0)) = 1− 1 = 0,
joten 1 on kosykli. Siis sen kohomologialuokka on olemassa ja se on selvästi
indusoidun kuppitulon ykkösalkio.
Simplisiaaliselle kohomologialle voimme määritellä kuppitulon samalla kaa-
valla ja vastaavalla tarkastelulla kuin singulaariselle kohomologialle. Lisäksi
inkluusiokuvausten ι muodostaman ketjukuvauksen määräämä duaalikuvaus
kuvaa selvästi singulaarisen kuppitulon simplisiaaliselle kuppitulolle. Näin ol-
len isomorfismi ι∗ on yhteensopiva kuppitulojen kanssa. Tämä tarkoittaa, että
voimme laskea trianguloituvien avaruuksien singulaarisen kuppitulon määrää-
miä rakenteita simplisiaalisella kuppitulolla. Otetaan tästä pari esimerkkiä.
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Esimerkki 4.5. Tutkitaan palloa Sn. Sen homologiaryhmät ovat H0(Sn) =
Hn(Sn) = Z ja Hk(Sn) = 0 kun k 6= n, 0. Ennen kaikkea homologiaryhmät
ovat siis vapaita Abelin ryhmiä. Tämä tarkoittaa, UKT:n nojalla, että meillä
on itse asiassa isomorfismit Hk(Sn;R) ∼= Hom(Hk(Sn), R). Siis H0(Sn;R) ∼=
Hom(Z, R) ∼= R ∼= Hn(Sn) ja Hk(Sn;R) = 0 kun k 6= n, 0. Kuppitulot
∪ : Hk(Sn;R) × H`(Sn;R) → Hk+`(Sn;R) voivat olla epätriviaaleja vain jos
k + ` = n tai k + ` = 0. Lisäksi, jotta lähtöavaruudet eivät olisi triviaaleja
täytyy päteä k, ` = {0, n}. Kiinnostavat kuppitulot ovat siis
H0(Sn;R)×H0(Sn;R)→ H0(Sn;R) ja H0(Sn;R)×Hn(Sn;R)→ Hn(Sn;R).
Jos ϕ, ψ edustavat alkioita kohomologiaryhmässä H0(Sn;R), niin ennen kaik-
kea ne ovat homomorfismeja C0(Sn) → R joille δϕ = 0 = δψ. Viimeises-
tä ehdosta seuraa, että ϕ ja ψ ovat vakiofunktioita, joten niiden kuppitulo
on vakiofunktio joka saa arvokseen simpleksillä σ arvojen ϕ(σ) ja ψ(σ) tu-
lon. Kuppitulo siis vastaa renkaan R kertolaskua. Toisaalta vastaavasti ku-
vaus ∪ : H0(Sn;R) × Hn(Sn;R) → Hn(Sn;R) vastaa sitä että kuvausta ϕ ∈










Voimme antaa projektiiviselle avaruudelle RP 2 ∆-kompleksin rakenteen
X, jossa on 2 kärkipistettä, 3 kappaletta 1-simpleksejä ja 2 kappaletta 2-
simpleksejä. Kuvassa näemme tehtävät samaistukset. Esimerkin (3.10) nojalla
H i(RP 2;Z2) ∼= Z2 kun i = 0, 1, 2. Koska ryhmänH0(RP 2;Z2) ainoa epätriviaa-
li alkio on kuppitulon ykkösalkio, kuppitulo ∪ : H0(RP 2;Z2)×H i(RP 2;Z2)→
H i(RP 2;Z2) on
α ∪ β =
0, kun α = 0,β kun α = 1,
kun i = 0, 1, 2. Käytetään simplisiaalista kuppituloa kiinnostavan kuppitu-
lon ∪ : H1(RP 2;Z2) × H1(RP 2;Z2) → H2(RP 2;Z2) laskemiseen. Simplisiaa-
lista homologiaa käyttäen näemme, että H0(X) ∼= Z ([Pas13, s. 148]). Eri-
tyisesti H0(X) on vapaa Abelin ryhmä ja siten UKT:n nojalla H1(X;Z2) ∼=
Hom(H1(X);Z2). Toisaalta simplisiaalista kohomologiaa käyttäen näemme myös,
että c¯ virittää ryhmän H1(X) ∼= Z2. Olkoon α ryhmän H1(X;Z2) virittäjäalkio
ja kosykli ϕ ∈ C1(X;Z2) sen edustaja. Tällöin ϕ(c) = 1, sillä α on epätriviaali
kuvaus, joka vastaa ryhmän Hom(H1(X);Z2) virittäjäalkiota ψ, jolle ψ(c¯) = 1.
Koska ϕ on kosykli, pätee δϕ = 0. Siis
0 = δϕ(U) = ϕ(∂U) = ϕ(c− a+ b) = ϕ(c)− ϕ(a) + ϕ(b)
0 = δϕ(V ) = ϕ(∂V ) = ϕ(c− b+ a) = ϕ(c)− ϕ(b) + ϕ(a).
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Sijoittamalla ϕ(c) = 1 ja muistamalla että tulokset ovat mod 2 saamme, että
ϕ(a) = 1 ja ϕ(b) = 0 tai ϕ(a) = 0 ja ϕ(b) = 1.
Voidaan olettaa, että ensimmäinen vaihtoehdoista pätee. Nyt
(ϕ ∪ ϕ)(U) = ϕ(b)ϕ(c) = 0 ja (ϕ ∪ ϕ)(V ) = ϕ(a)ϕ(c) = 1.
Koska C2(X) on kahden alkion (U, V ) virittämä vapaa Abelin ryhmä, määräy-
tyy mikä tahansa homomorfismi f : C2(X)→ Z2 täysin arvoista f(U) ja f(V ).
Laskemalla kaikki ryhmän C2(X;Z2) = Z2(X;Z2) ja ryhmän B2(X,Z2) alkiot
huomaamme, että ϕ ∪ ϕ ei ole koreuna. Siten se on ryhmän H2(X;Z2) ainoan
epätriviaalin alkion eli virittäjäalkion edustaja. Toisaalta indusoidun kuppitu-
lon määritelmästä seuraa, että ϕ ∪ ϕ edustaa alkiota α ∪ α = α2. Siis α2 6= 0
ja siten se virittää ryhmän H2(X;Z2).
Relatiiviset kuppitulot Tarkastellaan paria (X,A). Jos koketju ϕ ∈
Ck(X;R) tai ψ ∈ C`(X;R) häviää aliavaruuden A ketjuilla niin kuppitulo
ϕ ∪ ψ = 0 kaikilla A:n ketjuilla. Lemma (4.3) pätee tässäkin tilanteessa, jo-





Pystymme osoittamaan vieläkin yleisemmän muodon relatiivisesta kuppitulos-
ta.
Lause 4.7. Olkoot A ja B avaruuden X avoimia osajoukkoja tai jos X on CW-
kompleksi niin olkoot A ja B sen alikomplekseja. Tällöin kuppitulo koketjuille
indusoi kuvauksen
∪ : Hk(X,A;R)×H`(X,B;R)→ Hk+`(X,A ∪B;R).
Todistus. Oletetaan, että ϕ ∈ Ck(X;R) häviää joukonA ketjuilla, ψ ∈ C`(X;R)
häviää joukon B ketjuilla, σ ∈ Ck+`(A) ja ς ∈ Ck+`(B). Tällöin
(ϕ ∪ ψ)(σ + ς) = ϕ(σ|[v0, . . . , vk])ψ(σ|[vk, . . . , vk+`]) + ϕ(ς|[v0, . . . , vk])ψ(ς|[vk, . . . , vk+`])
= 0 · ψ(σ|[vk, . . . , vk+`]) + ϕ(ς|[v0, . . . , vk]) · 0 = 0,
joten ϕ∪ψ häviää joukossa Ck+`(A+B) = {σ+ ς|σ ∈ Ck+`(A), ς ∈ Ck+`(B)}.
Näin ollen kuppitulo indusoi relatiivisen kuppitulon
∪ : Ck(X,A;R)× C`(X,B;R)→ Ck+`(X,A+B;R).
Todistettaessa typistysominaisuutta homologialle, avainasemassa ovat kuvauk-
set ι : Cn(A+B)→ Cn(A∪B) ja ρ : Cn(A∪B)→ Cn(A+B), joille ρι = 1 ja
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1 − ιρ = ∂D + D∂ missä D on ketjuhomotopia. Dualisoimalla nämä saamme
kuvaukset ι˜ : Cn(A∪B;R)→ Cn(A+B;R) ja ρ˜ : Cn(A+B;R)→ Cn(A∪B;R)
joille ι˜ρ˜ = 1 ja 1 − ρ˜ι˜ = D˜δ + δD˜ missä D˜ on koketjuhomotopia. Tämä tar-
koittaa, että sekä ι˜ ◦ ρ˜ ja ρ˜ ◦ ι˜ ovat koketjuhomotooppisia identiteettikuvauk-
sen kanssa. Näin ollen kohomologiassa ι∗ ◦ ρ∗ = 1 ja ρ∗ ◦ ι∗ = 1, joten ι∗
on isomorfismi. Inkluusio j : (X,A + B) → (X,A ∪ B) määrää koketjuku-
vauksen j : C(X,A ∪ B;R) → C(X,A + B;R) ja siten kommutoivan kaavion
parien (X,A + B) ja (X,A ∪ B) pitkien kohomologiajonojen välille. Sovelta-
malla viiden kuvauksen lemmaa tähän kaavioon saamme toivotun isomorfis-
min j∗ : Hn(X,A ∪ B;R) → Hn(X,A + B;R). Tapauksessa, jossa X on CW-
kompleksi edeltävä kuvaus on myös isomorfismi, sillä korollaarin 2.24 ([Hat02,
s. 126]) nojalla inkluusio j : (B,A∩B)→ (X,A) indusoi isomorfismin homolo-
giassa, joten edeltävä dualisaatio on analoginen. Lopulta edellä saatu relatiivi-
nen kuppitulo koketjuille ∪ : Ck(X,A;R)× C`(X,B;R)→ Ck+`(X,A+B;R)
indusoi kohomologiassa kuvauksen
∪ : Hk(X,A;R)×H`(X,B;R)→ Hk+`(X,A ∪B;R).
Seuraava lause kertoo miten jatkuvien kuvausten indusoimat homomorfis-
mit kohomologiaryhmien välillä suhtautuvat kuppituloon.
Lause 4.8. Olkoon f : X → Y jatkuva. Tällöin indusoidulle homomorfismille
f ∗ : Hn(Y ;R)→ Hn(X;R) pätee f ∗(α ∪ β) = f ∗(α) ∪ f ∗(β).
Todistus. Olkoon ϕ ∈ Ck(Y ;R) ja ψ ∈ C`(Y ;R). Merkitään kuvauksen f
indusoimaa koketjukuvausta f ]. Tällöin singulaariselle k+`-simpleksille σ pätee
(f ](ϕ) ∪ f ](ψ))(σ) = f ](ϕ)(σ|[v0, . . . , vk])f ](ψ)(σ|[vk, . . . , vk+`])
= ϕ(f](σ|[v0, . . . , vk]))ψ(f](σ|[vk, . . . , vk+`]))
= ϕ(fσ|[v0, . . . , vk])ψ(fσ|[vk, . . . , vk+`])
= (ϕ ∪ ψ)(fσ) = (ϕ ∪ ψ)(f](σ)) = f ](ϕ ∪ ψ)(σ).
Koska koketjutasolla f ](ϕ) ∪ f ](ψ) = f ](ϕ ∪ ψ), niin ne määräävät saman
kohomologialuokan ja erityisesti pätee haluttu yhtälö f ∗(α ∪ β) = f ∗(α) ∪
f ∗(β).
Vastaava tulos pätee relatiiviselle kuppitulolle.
Lause 4.9. Olkoon f : X → Y jatkuva ja A,B ⊂ X, C,D ⊂ Y sellaisia, että
f(A) ⊂ C ja f(B) ⊂ D. Tällöin seuraava kaavio kommutoi







Todistus. Varmistutaan, että f määrittelee kuvauksen tekijäryhmien välille,
jonka jälkeen todistus on kuin absoluuttisessa tapauksessa edellä.
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4.2 Kohomologiarengas
Kerättyämme tarpeeksi ymmärrystä avaruuden kohomologiaryhmien välille mää-
ritellystä ”kertolaskusta” eli kuppitulosta kokoamme saadun tiedon tiiviiseen
muotoon, uuteen topologiseen invarianttiin, kohomologiarenkaaseen.
Määritelmä 4.10. Porrastettu rengas A on rengas joka voidaan esittää
suorana summana ⊕n≥0An missä An on Abelin ryhmä jokaisella n siten että
kertolasku vie tulojoukon Ak×A` joukolle Ak+`. Alkiolle a ∈ Ak sanomme, että
a:n dimensio on |a| = k.
Lisäksi jos mielivaltaisille alkiolle a ∈ Ak ja b ∈ A` pätee ab = (−1)k`ba
niin sanomme porrastetun renkaan olevan kommutatiivinen.
Merkitään avaruuden X kohomologiaryhmistä muodostettua suoraa sum-
maa H∗(X;R) = ⊕i≥0H i(X;R). Abelin ryhmän H∗(X;R) alkiot ovat siis ää-
relliskantajaisia summia ∑i≥0 ιi(αi), missä ιi : H i(X;R) → ⊕i≥0H i(X;R) on
kanoninen injektio. Helpottaaksemme merkintöjä kirjoitamme usein ιi(αi) = αi
eli samaistamme avaruudet H i(X;R) ja ιi(H i(X;R)) ⊂⊕i≥0H i(X;R) ja sum-
maamme yli sen äärellisen osajoukon I ⊂ N, joilla αi 6= 0. Määritellään lasku-















missä yhtälön oikealla puolella summataan edellä määriteltyjä kuppituloja ko-
homologiaryhmille.
Lause 4.11. (H∗(X;R),∪) on porrastettu rengas. Lisäksi jos R on ykköselli-
nen, niin H∗(X;R) on ykkösellinen.
Todistus. Laskutoimitus ∪ : H∗(X;R)×H∗(X;R)→ H∗(X;R) on liitännäinen
ja toteuttaa osittelulait sillä laskutoimituksen määrittelyssä summat ovat ää-
rellisiä ja summattavat kuppitulot ovat liitännäisiä ja toteuttavat osittelulait.
H∗(X;R) määriteltiin suorana summana Abelin ryhmistä ja kertolasku kuvaa
ryhmän Hk(X;R) × H`(X;R) ryhmälle Hk+`(X;R) kuten edeltävässä alilu-
vussa nähtiin, joten renkaana H∗(X;R) on porrastettu. Lausessa (4.4) nähtiin,
että renkaan R ollessa ykkösellinen myös kohomologiaryhmille indusoidulla las-
kutoimituksella on ykkösalkio, 1¯. Tämä on selvästi myös renkaan H∗(X;R)
ykkösalkio.
Korollaari 4.12. Relatiivinen kuppitulo ∪ : Hk(X,A;R) × H`(X,A;R) →
Hk+`(X,A;R) määrittelee parin (X,A) kohomologiaryhmien suoraan summaan
kertolaskun vastaavasti kuten edellä. Parin (X,A) kohomologiarengas H∗(X,A;R)
on siis määritelty.
Korollaari 4.13. Jos f : X → Y on jatkuva, niin indusoitujen kuvausten
f ∗n : Hn(Y ;R) → Hn(X;R) määräämä kuvaus f ∗ : H∗(Y ;R) → H∗(X;R) on
rengashomomorfismi. Vastaavasti relatiivisessa tapauksessa kuvaus f ∗ : H∗(Y,B;R)→
H∗(X,A;R) on rengashomomorfismi.
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Todistus. Kuvaus f ∗ : H∗(Y ;R)→ H∗(X;R) määritellään kaavalla f ∗(∑i∈I αi) =∑
i∈I f ∗i (αi), missä I ⊂ N on äärellinen. Koska indusoidut homomorfismit
f ∗n : Hn(Y ;R) → Hn(X;R) ovat lineaarisia kuppitulon suhteen lauseen (4.8)
nojalla niin kohomologiarenkaiden välille indusoitu kuvaus on rengashomomor-
fismi.
Itse asiassa lauseesta (4.8) seuraa että vastaavuusX 7→ H∗(X;R) ja f 7→ f ∗
toteuttaa funktoriaaliset ehdot koketjutasolla ja siten määrittelee kontravarian-
tin funktorin topologisten avaruuksien ja jatkuvien kuvausten kategorialta por-
rastettujen renkaiden ja rengashomomorfismien kategorialle. Näin ollen homo-
topiaekvivalenssi f : X → Y määrittelee rengasisomorfismin kohomologiassa ja
siten kohomologiarengas on homotopia-invariantti.
Esimerkki 4.14. Tutkitaan polynomialgebraa R[x], missä kertoimet ovat ren-
kaassa R. Olkoon Rn[x] niiden polynomien joukko joiden aste on täsmälleen
n. Tällöin R[x] = ⊕nRn[x]. Koska polynomien kertolaskulle pätee deg fg =
degf+degg, niin kertolasku vie joukon Rk[x]×R`[x] joukolle Rk+`[x]. Siis R[x]
on porrastettu rengas. Tekijäalgebran R[x]/〈xn〉 kanta on jono (1¯, x¯, . . . , x¯n−1),
missä x¯i vastaa polynomin xi ekvivalenssiluokkaa. Näin ollen se koostuu poly-
nomeista joiden aste on korkeintaan n − 1. Vastaavasti se on porrastettu ren-
gas. Erityisesti esimerkin (4.6) nojalla avaruuden RP 2 kanta on jono (1, α, α2)
ja siten sen kohomologiarengas on isomorfinen polynomirenkaan Z2[α]/〈α3〉
kanssa. Tutkielman lopussa näytämme yleisemmän tuloksen, jonka mukaan
H∗(RP n;Z2) ∼= Z2[α]/〈αn+1〉.
Jatkon kannalta on mainitsemisen arvoista, että renkaan R alkioilla kaa-
valla (rφ)(σ) = r(φ(σ)) ∈ R määritelty skalaarikertolasku
R× Cn(X;R)→ Cn(X;R)
määrittelee skalaarikertolaskun kohomologiarenkaaseen H∗(X;R) ja siten R-
moduli-struktuurin. Erityisesti kohomologiarengas H∗(X;R) on siis R-algebra.
Seuraavaksi vastaamme kysymykseen onko avaruuden X kohomologiarengas it-
se asiassa jopa kommutatiivinen.
Oletetaan, että R on kommutatiivinen. Tutkimalla kahden koketjun ϕ ∈
Ck(X;R) ja ψ ∈ C`(X;R) kuppituloa suoraan määritelmästä huomaamme,
että
(ϕ ∪ ψ)(σ) = ϕ(σ|[v0, . . . , vk])ψ(σ|[vk, . . . , vk+`])
ja
(ψ ∪ ϕ)(σ) = ψ(σ|[v0, . . . , v`])ϕ(σ|[v`, . . . , vk+`])
= ϕ(σ|[v`, . . . , vk+`])ψ(σ|[v0, . . . , v`])
eroavat toisistaan vain k + `-simpleksin ∆k+` kärkipisteiden v0, . . . , vk+` per-
mutaatiolla. Tämä huomio motivoi tutkimaan kärkipisteiden permutaatioita ja
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niiden vaikutusta kuppituloon. Olkoon n ∈ N ja ε : ∆n → ∆n se yksikäsitteinen
kärkipisteiden järjestyksen kääntävä lineaarinen homeomorfismi, joka kuvaa
kärkipisteet kaavalla ε(vi) = vn−i. Singulaariselle simpleksille σ : ∆n → X mää-
ritellään, että σ¯ = σε. Simpleksin ∆n kärkipisteiden järjestyksen (v0, . . . , vn)
kääntäminen järjestykseksi (vn, . . . , v0) saavutetaan vaihtojen tulona seuraa-
vasti v0 ↔ v1, v0 ↔ v2, . . . , v0 ↔ vn, sitten v1 ↔ v2, . . . , v1 ↔ vn ja lopulta
vn−1 ↔ vn. Vaihtojen lukumääräksi nähdään edeltä n + (n − 1) + . . . + 1 =
n(n+ 1)/2 joten koska vaihto vaihtaa aina orientaatiota tai toisin sanoen lisää
kertoimen −1 niin määrittelemme kuvauksen ρn : Cn(X) → Cn(X) virittäjä-
alkioilla kaavalla ρn(σ) = τnσ¯ missä τn = (−1)n(n+1)/2. Kuvaus ρn on selvästi
homomorfismi. Huomioidaan, että edeltävä kuvauksen ρn määrittely tuottaa
myös hyvin määritellyn kuvauksen ρn : Cn(X,A)→ Cn(X,A) relatiivisilla ket-
juilla käyttämällä määrittelyyn samaa kaavaa.
Lemma 4.15. Homomorfismit ρn : Cn(X,A) → Cn(X,A) määrittelevät ket-
jukuvauksen ρ : S(X,A)→ S(X,A), joka on ketjuhomotooppinen identiteetti-
kuvauksen 1 : S(X,A)→ S(X,A) kanssa.
Todistus. Oletetaan ensin, että A = ∅. Singulaariselle n-simpleksille σ : ∆n →
X laskemme, että
∂ρ(σ) = ∂(τnσ¯) = τn
n∑
i=0
(−1)iσ|[vn, . . . , vˆn−i, . . . , v0].
Toisaalta suoraan laskemalla nähdään, että
n∑
i=0
(−1)iσ|[v0, . . . , vˆi, . . . , vn] =
n∑
i=0
(−1)n−iσ|[v0, . . . , vˆn−i, . . . , vn].





(−1)iσ|[v0, . . . , vˆi, . . . , vn]) = ρ(
n∑
i=0








(−1)iσ|[vn, . . . , vˆn−i, . . . , v0],
missä viimeisessä yhtäsuuruudessa käytettiin tietoa (−1)−i = (−1)i. Lopulta
koska (−1)nτn−1 = (−1)n+(n−1)n/2 = (−1)n(n+1)/2 = τn, nähdään että ∂ρ = ρ∂,
joten ρ on ketjukuvaus.
Määrittääksemme ketjuhomotopian ketjukuvausten ρ ja 1 välille olisi meidän
onnistuttava konstruoimaan homomorfismit Dn : Cn(X)→ Cn+1(X), jotka to-
teuttavat yhtälön ∂D+D∂ = ρ−1. Tutkitaan joukkoa ∆n× I, jota kutsutaan
myös prismaksi. Samastetaan vi = (vi, 0) ja merkitään wi = (vi, 1) kaikilla i.
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Jono (v0, . . . , vi, wi, . . . , wn) virittää (n + 1)-simpleksin ∆n+1i ⊂ ∆n × I, sillä
jonon pisteet ovat lineaarisesti riippumattomia. Olkoon nyt εi : ∆n+1 → ∆n+1i
se yksikäsitteinen lineaarinen homeomorfismi joka pitää ensimmäiset i+ 1 kär-
kipistettä paikallaan ja kääntää viimeisten n − i kärkipisteiden järjestyksen.
Toisin sanoen εi(vj) = vj kun j ≤ i ja εi(vj) = wn+i+1−j kun i < j ≤ n + 1.
Olkoon pi : ∆n × I → ∆n projektiokuvaus. Tällöin singulaariselle simpleksille
σ : ∆n → X pätee σpiεi : ∆n+1 → ∆n+1i → ∆n → X on jatkuva joten kuvaus







(−1)iτn−i(σpi)|[v0, . . . , vi, wn, . . . , wi]
on hyvin määritelty homomorfismi. Toisessa yhtäsuuruudessa käytämme samaa
tulkintaa kuin aiemmin kuppituloa määriteltäessä. Huomioimme lisäksi, että
kerroin τn−i vastaa niiden vaihtojen lukumäärää, joiden tulona permutaatio
α : {0, . . . , n+1} → {0, . . . , n+1} joka pitää ensimmäiset i+1 alkiota paikallaan










































(−1)i(−1)n+i+1−jτn−i(σpi)|[v0, . . . , vi, wn, . . . , wˆj, . . . , wi].
Nämä siis vastaavat termejä j 6= i. Lasketaan molemmista summista erikseen
jäljellejäävät termit j = i, kun i = 0, . . . , n:
τn(σpi)|[wn, . . . , w0] +
n∑
i=1




(−1)n+i+1τn−i(σpi)|[v0, . . . , vi, wn, . . . , wi+1]− (σpi)|[v0, . . . , vn].(4.1)
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Muutetaan toisesta summattavasta indeksiä i 7→ i− 1 jolloin
n∑
i=1
τn−i(σpi)|[v0, . . . , vi−1, wn, . . . , wi] =
n−1∑
i=0
τn−i−1(σpi)|[v0, . . . , vi, wn, . . . , wi+1].
Koska
−τn−i−1 = (−1)1+((n−i−1)(n−i)/2) = (−1)2n+1+((n2−2in+i2−n+i)/2)
= (−1)(n2−2in+i2+3n+i+2)/2 = (−1)n+i+1+((n2−2in+i2+n−i)/2) = (−1)n+i+1τn−i,
niin lausekkeessa (4.1) keskimmäiset summat kumoutuvat, ja jäljelle jää










































(−1)i(−1)jτn−i(σpi)|[v0, . . . , vˆj, . . . , vi, wn, . . . , wi]
= −A′ −B′
Helposti nähdään että summaus∑nj=0∑i<j vastaa summausta∑ni=0∑i<j. Sum-
maus tapahtuu vain eri järjestyksessä ja kommutatiivisuudesta seuraa, että
B = A′ ja vastaavasti A = B′. Näin ollen ∂D +D∂ = ρ− 1, joten ρ on ketju-
homotooppinen identiteettikuvauksen kanssa.
Lopulta jos σ ∈ Cn(A) niin σpiεi ∈ Cn+1(A) joten koska kuvaus D : Cn(X) →
Cn+1(X) kuvaa tälläisen ketjun σ ∈ Cn(A) lineaarikombinaatioksi joukon Cn+1(A)
alkioita niin D indusoi kuvauksen D¯ : Cn(X,A) → Cn+1(X,A), joka on ketju-
homotopia kuvausten ρ : S(X,A) → S(X,A) ja 1 : S(X,A) → S(X,A) välil-
lä.
Lause 4.16. Jos rengas R on kommutatiivinen, niin kohomologiarengas H∗(X,A;R)
on kommutatiivinen.
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Todistus. On siis näytettävä, että α ∪ β = (−1)k`β ∪ α kaikilla α ∈ Hk(X;R)
ja β ∈ H`(X;R). Edeltävästä lemmasta seuraa, että duaalihomomorfismien
ρ˜ : Cn(X,A;R)→ Cn(X,A;R) määräämä koketjukuvaus on koketjuhomotoop-
pinen identiteettikuvauksen kanssa ja siten kohomologiassa ρ∗ = 1 : Hn(X,A;R)→
Hn(X,A;R). Olkoot ϕ ∈ Ck(X,A;R) ja ψ ∈ C`(X,A;R). Tällöin
(ρ˜ϕ ∪ ρ˜ψ)(σ) = ρ˜ϕ(σ|[v0, . . . , vk])ρ˜ψ(σ|[vk, . . . , vk+`])
= ϕ(τkσ|[vk, . . . , v0])ψ(τ`σ|[vk+`, . . . , vk])
= τkτ`ψ(σ|[vk+`, . . . , vk])ϕ(σ|[vk, . . . , v0])
sillä R on kommutatiivinen ja
ρ˜(ψ ∪ ϕ)(σ) = (ψ ∪ ϕ)(ρσ) = τk+`(ψ ∪ ϕ)(σ¯)
= τk+`ψ(σ|[vk+`, . . . , vk])ϕ(σ|[vk, . . . , v0]).
Tästä seuraa, että τk+`(ρ˜ϕ ∪ ρ˜ψ) = τkτ`ρ˜(ψ ∪ ϕ) ja toisaalta koska
τkτ` = (−1)2k`(−1)(k(k+1)+`(`+1))/2 = (−1)k`(−1)(2k`+k(k+1)+`(`+1))/2 = (−1)k`τk+`,
niin (ρ˜ϕ ∪ ρ˜ψ) = (−1)k`ρ˜(ψ ∪ ϕ). Kohomologiassa ρ∗ϕ¯ = ϕ¯ ja ρ∗ψ¯ = ψ¯ joten
kohomologiassa indusoidun kuppitulon määritelmän nojalla
(ρ˜ϕ ∪ ρ˜ψ) = (ρ˜ϕ ∪ ρ˜ψ) = ρ∗ϕ¯ ∪ ρ∗ψ¯ = ϕ¯ ∪ ψ¯.
Toisaalta
(−1)k`ρ˜(ψ ∪ ϕ) = (−1)k`ρ∗(ψ ∪ ϕ) = (−1)k`(ψ¯ ∪ ϕ¯)
joten kommutatiivisuus on osoitettu.
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5 Tulojoukon kohomologia
Tässä luvussa näytämme, että tulojoukon X × Y kohomologiarengas määräy-
tyy tietyin oletuksin täysin avaruuksien X ja Y kohomologiarenkaista.
Aloitetaan luku lyhyellä kertauksella R-modulien A ja B tensoritulosta
A ⊗R B. Käsittely on esittelynomainen ja pysyttelemme tutkielman kannal-
ta oleellisissa tuloksissa. Tarkempi käsittely esimerkiksi teoksissa [Lan65, s.
601] ja [Mun84, s. 300]. Oletetaan että R on kommutatiivinen rengas. Kuten
mielivaltaisen joukon S virittämän vapaan Abelin ryhmän yhteydessä, paril-
le (a, b) ∈ A × B määrittelemme karakteristisen funktion e(a,b) : A × B → R
kaavalla
e(a,b)(x, y) =
0, jos (a, b) 6= (x, y),1, jos (a, b) = (x, y).
Joukko {e(a,b) | (a, b) ∈ A × B} virittää vapaan R-modulin C = R(A×B). Sa-
mastamme parin (a, b) sen karakteristisen funktion kanssa ja voimme siis kir-
joittaa modulin C alkiot äärellisinä (äärelliskantajaisina) lineaarikombinaatioi-
na alkioista (a, b), missä kertoimet ovat renkaassa R. Olkoon sitten a, a′ ∈ A,
b, b′ ∈ B ja r ∈ R. Muotoa
(a+ a′, b)− (a, b)− (a′, b)
(a, b+ b′)− (a, b)− (a, b′)
(ra, b)− (a, rb)
olevat alkiot virittävät C:n alimodulin D.
Määritelmä 5.1. R-modulien A ja B tensoritulo A ⊗R B on tekijämoduli
C/D. Parin (a, b) ekvivalenssiluokkaa merkitsemme a⊗ b.
Koska alkioparit (a, b) virittävät modulin C, niin alkiot a ⊗ b virittävät
tensoritulon A⊗R B. Tensoritulossa pätevät siis seuraavat relaatiot
(a+ a′)⊗ b = a⊗ b+ a′ ⊗ b,
a⊗ (b+ b′) = a⊗ b+ a⊗ b′ ja
(ra)⊗ b = r(a⊗ b) = a⊗ (rb),
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joista seuraa helposti muun muassa, että
0⊗ b = 0 = a⊗ 0 ja
(−a)⊗ b = −(a⊗ b) = a⊗ (−b).
Listataan tensoritulon tärkeimpiä ominaisuuksia lauseen muotoon, jonka eri
kohtien todistukset löytyvät aiemmin mainituista teoksista.
Lause 5.2. Olkoot Ai, Bi i ∈ I ja A,A′, B,B′, C R-moduleita. Tällöin on
olemassa seuraavat (luonnolliset) isomorfismit:
(a) A⊗R B ∼= B ⊗R A.
(b) (⊕i∈iAi)⊗R B ∼= ⊕i∈I(Ai ⊗R B).
(c) A⊗R (⊕i∈iBi) ∼= ⊕i∈I(A⊗R Bi).
(d) A⊗R (B ⊗R C) ∼= (A⊗R B)⊗R C.
(e) R⊗R A ∼= A.
(f) Kuvaus f : A×B → C on bilineaarinen jos ja vain jos indusoitu kuvaus
f¯ : A⊗R B → C, jolle f¯(a⊗ b) = f(a, b) on modulihomomorfismi.
(g) Jos kuvaukset f : A → A′ ja g : B → B′ ovat homomorfismeja, niin
ne määräävät yksikäsitteisen homomorfismin f ⊗ g : A ⊗R B → A′ ⊗R
B′ kaavalla (f ⊗ g)(a ⊗ b) = f(a) ⊗ g(b), jota kutsumme f :n ja g:n
tensorituloksi. Lisäksi vastaavuus (A,B) 7→ A ⊗ B ja (f, g) 7→ f ⊗ g
on kovariantti funktori kategorialta, joka koostuu pareista R-moduleita ja
modulihomomorfismeja R-modulien ja homomorfismien kategorialle.
(h) Jos {ai} on modulin A kanta ja {bj} modulin B kanta, niin tensoritulo
A⊗R B on vapaa ja sen kanta on {ai ⊗ bj}.
Määritelmä 5.3. Sanomme, että R-moduli M on tasainen, jos lyhyt jono
0 // M ⊗R N ′ 1⊗ι // M ⊗R N 1⊗pi // M ⊗R N ′′ // 0
on eksakti aina kun jono
0 // N ′ ι // N pi // N ′′ // 0
on eksakti.
Seuraava lemma osoittautuu hyödylliseksi Künnethin kaavaa todistettaessa.
Lemma 5.4. (a) Vapaa moduli on tasainen.






∼= ∏β ∏αMβα .
(c) Oletetaan, että Mα on R-moduli kaikilla α ∈ A ja N äärellisesti viri-
tetty vapaa R-moduli. Tällöin (∏αMα)⊗R N ∼= ∏α(Mα ⊗R N).
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Todistus. (a) Olkoon {xi}i∈I vapaan R-modulin M kanta. Tällöin M voi-
daan kirjoittaa suorana summana M = ⊕i∈IRi, missä Ri = 〈xi〉 on
kanta-alkion xi virittämä ideaali ja Ri ∼= R. Tällöin lauseen (5.2) no-
jalla mille tahansa R-modulille N pätee M ⊗R N = (⊕i∈IRi) ⊗R N ∼=
⊕i∈I(Ri ⊗R N) ∼= ⊕i∈IN . Siis jos
0 // N ′ ι // N pi // N ′′ // 0
on lyhyt eksakti jono, niin sen tensoritulo modulin M kanssa johtaa ly-
hyeen jonoon
0 // ⊕i∈I(Ri ⊗R N ′)⊕(1⊗ι)// ⊕i∈I(Ri ⊗R N)⊕(1⊗pi)// ⊕i∈I(Ri ⊗R N ′′) // 0,
joka nähdään helposti myös eksaktiksi. Siis M on tasainen.






α →Mβα on kahden kanonisen projektion yh-
distettynä kuvauksena R-modulihomomorfismi, joten on olemassa yksi-
käsitteinen modulihomorfismi ∏α∏βMβα → ∏αMβα jokaisella β ∈ B.





α , joka on selvästi injektio ja surjektio.
(c) Oletetaan ensin, että N ∼= R. Tällöin (∏αMα) ⊗R N ∼= (∏αMα) ja∏
α(Mα ⊗R N) ∼=
∏
α(Mα) sillä Mα ⊗R N ∼= Mα. Äärellisesti viritetty
vapaa R-moduli N voidaan kirjoittaa äärellisenä suorana summana N =
⊕β∈BRβ = ∏β∈B Rβ missä Rβ ∼= R. Nyt






























missä viimeinen isomorfismi seuraa alkuaskeleesta N ∼= R, joten väite
seuraa kohdasta (b).
Vastataksemme luvun alussa esittämäämme väitteeseen aloitetaan määrit-
telemällä kuvaus
H∗(X;R)×H∗(Y ;R)→ H∗(X × Y ;R).
Projektiokuvaukset p1 : X ×Y → X ja p2 : X ×Y → Y ovat jatkuvia, joten ne
indusoivat homomorfismit kohomologiarenkaiden välille
p∗1 : H∗(X;R)→ H∗(X × Y ;R)
p∗2 : H∗(Y ;R)→ H∗(X × Y ;R).
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Näiden tulokuvaus on siis p∗1 × p∗2 : H∗(X;R) ×H∗(Y ;R) → H∗(X × Y ;R) ×
H∗(X × Y ;R). Yhdistetään tähän tuloavaruuden X × Y kohomologiarenkaas-
sa määritelty kuppitulo ja saamme kuvauksen × : H∗(X;R) × H∗(Y ;R) →
H∗(X × Y ;R) kaavalla a× b = p∗1(a) ∪ p∗2(b). Kutsumme tätä kuvausta risti-
tuloksi. Juuri konstruoitu kuvaus on bilineaarinen eli lineaarinen molempien
muuttujan suhteen erikseen, sillä projektioiden indusoimat kuvaukset koho-
mologiassa ovat homomorfismeja ja kuppitulo toteuttaa osittelulait. Edeltävän
lauseen kohta 5.2.(f) takaa nyt, että ristitulo indusoi modulihomomorfismin
µ : H∗(X;R)⊗R H∗(Y ;R)→ H∗(X × Y ;R)
avaruuksien X ja Y kohomologiarenkaiden tensoritulolta tuloavaruuden koh-
mologiarenkaaseen, jolle siis µ(a⊗ b) = a× b.
Huomautus. Tarkalleen ottaen, jotta varmistumme siitä että ristitulo on hyvin
määritelty, määritellään ensin ristitulo koketjuille kuten kuppitulon yhteydessä
ja todettuamme että yhtälö δ(ϕ × ψ) = δϕ × ψ + (−1)kϕ × δψ pätee kaikilla
koketjuilla ϕ ∈ Ck(X;R), ψ ∈ C`(Y ;R), saamme edellä määritellyn ristitulon
kohomologiassa.
Relatiivinen ristitulo. Oletetaan, että (X,A) ja Y,B) ovat pareja topo-
logisia avaruuksia (tai CW-komplekseja). Jos koketju ϕ ∈ Ck(X,A;R) häviää
joukon A ketjuilla ja koketju ψ ∈ C`(Y,B;R) häviää joukon B ketjuilla, niin
koketju ϕ×ψ ∈ Ck+`(X×Y,A×Y +X×B;R) häviää joukon A×Y +X×B
ketjuilla. Tästä seuraa, että ristitulokuvaus indusoi relatiivisen ristitulon
µ : H∗(X,A;R)⊗R H∗(Y,B;R)→ H∗(X × Y,A× Y +X ×B;R).
Analogisesti lauseen (4.7) todistuksen kanssa saamme isomorfismin
H∗(X × Y,A× Y +X ×B;R)→ H∗(X × Y,A× Y ∪X ×B;R),
jos A,B ovat avoimia tai parit ovat CW-komplekseja.
Seuraava tulos liittää jatkuvien kuvausten indusoimat homomorfismit risti-
tuloon. Tulos on hyvin analoginen lauseen (4.8) kanssa ja todistus pohjautuukin
siihen.
Lause 5.5. Oletetaan että f : X → Y ja g : X ′ → Y ′ ovat jatkuvia. Tällöin
(f × g)∗(α× β) = f ∗(α)× g∗(β).
Todistus. Koketjuille ϕ ∈ Ck(Y ;R) ja ψ ∈ C`(Y ′;R) pätee
(f × g)](ϕ× ψ) = (f × g)](p]1(ϕ) ∪ p]2(ψ))
= (f × g)](p]1(ϕ)) ∪ (f × g)](p]2(ψ))
= (p1 ◦ (f × g))](ϕ) ∪ (p2 ◦ (f × g))](ψ)
= (f ◦ p1)](ϕ) ∪ (g ◦ p2)](ψ)
= p]1(f ](ϕ)) ∪ p]2(g](ψ))
= f ](ϕ)× g](ψ).
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Koska väite pätee jo koketjutasolla, pätee se myös kohomologiassa. Vastaava
tulos pätee relatiivisessa tapauksessa kun f : (X,A)→ (Y,B) ja g : (X ′, A′)→
(Y ′, B′).
Sanomme luonnollisesti, että porrastettu rengas A, joka on lisäksi on R-
moduli, on porrastettu R-algebra.
Lause 5.6. Oletetaan, että R on kommutatiivinen rengas ja, että A sekä B ovat
porrastettuja R-algebroita. Tällöin tensoritulo A⊗R B on myös porrastettu R-
algebra. Lisäksi jos A ja B ovat ykkösellisiä niin myös A⊗RB on ykkösellinen.
Todistus. Määritellään alkioille a ∈ Ak, c ∈ A`, b ∈ Bi ja d ∈ Bj tulo kaa-
valla (a ⊗ b)(c ⊗ d) = (−1)|b||c|(ac ⊗ bd). Kun muistetaan, että porrastuksesta
johtuen tuloalkiolle pätee bd ∈ Bi+j, niin sen dimensio on |bd| = |b| + |d|.
Laskemalla tulot ((a ⊗ b)(c ⊗ d))(e ⊗ f) ja (a ⊗ b)((c ⊗ d)(e ⊗ f)) edellises-
tä huomiosta johtuen tulee kertoimen −1 potenssiksi täsmälleen samat luvut
ja siten laskutoimitus on liitännäinen. Osittelulait seuraavat suoraan siitä että
yhteenlasku on tensoritulossa määritelty pisteittäin ja että osittelulait pätevät
renkaassa R. Tämä laajennetaan lineaarisesti mielivaltaisille porrastettujen R-
algebroiden A ja B alkioille ja sen jälkeen mielivaltaisille tensoritulon alkioille.
Jos A ja B ovat ykkösellisiä niin 1A ⊗ 1B on tensoritulon ykkösalkio. Tensori-
tulon A⊗RB porrastus on ilmeinen kun kirjoitamme porrastetut renkaat A ja
B suorina summina
A⊗R B = (⊕kAk)⊗R (⊕`B`) ∼= ⊕n ⊕k+`=n (Ak ⊗R B`)
joten (A⊗R B)n = ⊕k+`=n(Ak ⊗R B`).
Erityisesti tästä seuraa, että H∗(X,R) ⊗R H∗(Y,R) on R-algebra. Edellä
määritelty ristitulohomomorfismi on myös yhteensopiva tensoritulossa määri-
tellyn kertolaskun suhteen.
Lause 5.7. Homomorfismi µ : H∗(X;R) ⊗R H∗(Y ;R) → H∗(X × Y ;R) on
rengashomomorfismi.
Todistus. Oletetaan, että a ∈ Hk(X;R), c ∈ H`(X;R), b ∈ H i(Y ;R) ja d ∈
Hj(Y ;R). Tällöin
µ((a⊗ b)(c⊗ d)) = (−1)|c||b|µ(ac⊗ bd)
= (−1)|c||b|p∗1(ac) ∪ p∗2(bd)
= (−1)|c||b|p∗1(a) ∪ p∗1(c) ∪ p∗2(b) ∪ p∗2(d)
= (−1)|c||b|(−1)|p∗2(b)||p∗1(c)|p∗1(a) ∪ p∗2(b) ∪ p∗1(c) ∪ p∗2(d)
= (a× b) ∪ (c× d) = µ(a⊗ b)µ(c⊗ d),
sillä |p∗2(b)| = |b| ja |p∗1(c)| = |c|. Lineaarisuuden nojalla vastaava rengashomo-
morfismiehto pätee mielivaltaisille tensoritulon alkioille.
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5.1 Künnethin kaava
Nyt voimme ryhtyä selvittämään millä edellytyksillä ristitulon indusoima ku-
vaus µ on jopa isomorfismi. Todistus on luonteeltaan varsin kategoriateoreetti-
nen ja käyttää ennen kaikkea hyväkseen kohomologiateorian määrittelyä. Aloi-
tetaan määrittelemällä kaksi kuvausta ja näytetään, että ne ovat funktoreita.
Olkoon Y CW-kompleksi ja R kommutatiivinen rengas. Määritellään vastaa-
vuudet
(X,A) 7→ F n(X,A) = ⊕ni=0(H i(X,A;R)⊗R Hn−i(Y,R))
(X,A) 7→ Gn(X,A) = Hn(X × Y,A× Y ;R).
Lemma 5.8. F n ja Gn ovat kontravariantteja funktoreita kategorialta, joka
koostuu pareista CW-komplekseja ja jatkuvista kuvauksista, modulien ja mo-
dulihomomorfismien kategorialle.
Todistus. Olkoon f : (X,A)→ (Z,B). Tällöin homomorfismi f ∗ : H i(Z,B;R)→
H i(X,A;R) toteuttaa funktoriaaliset ehdot joten lauseesta (5.2) seuraa, että
saamme modulihomorfismin
fi = f ∗ ⊗ 1 : H i(Z,B;R)⊗R Hn−i(Y,R)→ H i(X,A;R)⊗R Hn−i(Y,R).
Laskemalla yhteen saadut kuvaukset kun i = 0, . . . , n, saamme funktoriaali-
set ehdot toteuttavan homomorfismin F n(f) = ⊕ifi : F n(Z,B) → F n(X,A).
Vastaavasti f × 1 : (X × Y,A × Y ) → (Z × Y,B × Y ) on jatkuva, joten ko-
homologiahomomorfismi Gn(f) = (f × 1)∗ : Gn(Z,B) → Gn(X,A) toteutaa
kontravariantin funktorin ehdot.
Relatiiviset ristitulot määrittelevät homomorfismit
µi : H i(X,A;R)⊗R Hn−i(Y,R)→ Hn(X × Y,A× Y ;R).
Näin ollen µ = ⊕iµi : F n(X,A) → Gn(X,A) on homomorfismi kahden edellä
määritellyn funktorin välillä. Seuraavassa näytämme, että funktorit F n ja Gn
määrittelevät itse asiassa kohomologiateorian ja µ on luonnollinen transformaa-
tio niiden välillä. Selvitetään ensin mitkä ovat funktoreita F n ja Gn vastaavat
reunahomomorfismit.
Tavallisen kohomologiareunahomomorfismin δ : H i(A;R)→ H i+1(X,A;R) ten-
soritulo identtisen kuvauksen 1 : Hn−i(Y ;R) → Hn−i(Y ;R) kanssa johtaa ho-
momorfismiin
δi = δ ⊗ 1 : H i(A;R)⊗R Hn−i(Y,R)→ H i+1(X,A;R)⊗R Hn−i(Y,R),
joten saamme halutun reunahomomorfismin δ∗ = ⊕iδi : F n(A)→ F n+1(X,A).
Parin (X × Y,A× Y ) reunahomomorfismi on δ∗ : Gn(A)→ Gn+1(X,A).
Lemma 5.9. Oletetaan, että Hn(Y ;R) on vapaa ja äärellisesti viritetty R-
moduli kaikilla n. Tällöin sekä F ∗ että G∗ määrittelevät kohomologiateorian
ja homomorfismit µ : F n(X,A) → Gn(X,A) luonnollisen transformaation ko-
homologiateorioiden F ∗ ja G∗ välillä.
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Todistus. On siis näytettävä, että F ∗ ja G∗ toteuttavat aiemmin esittämämme
kohomologiateorian aksioomat.
1. Reunahomomorfismin luonnollisuus Kaavioiden





















kommutointi on ilmeistä morfismien F n(f), Gn(f) ja reunahomomorfis-
mien δ∗ konstruktiosta.
2. EksaktiusKoskaHn(Y ;R) on vapaa, se on tasainen, joten parin (X,A)
pitkän eksaktin jonon







tensoritulo modulin Hn−i(Y ;R) kanssa on myös eksakti. Summaamalla
yli i = 0, . . . , n edellä konstruoituja pitkiä eksakteja jonoja, eksaktius
säilyy ja saamme pitkän eksaktin jonon






oo . . .oo
Funktorin Gn pitkä eksakti jono on parin (X × Y,A × Y ) pitkä eksakti
jono.
3. Homotopia Jos f ' g : (X,A)→ (Z,B), niin f ∗ = g∗ : Hn(Z,B;R)→
Hn(X,A;R). Selvästi tällöin F n(f) = F n(g). Toisaalta tällöin myös tulo-
kuvauksille pätee f ×1 ' g×1 : (X×Y,A×Y )→ (Z×Y,B×Y ), joten
kohomologiassa indusoiduille homomorfismeille pätee Gn(f) = Gn(g).
4. Typistys Oletetaan, että X on CW-kompleksi ja A,B ovat sen ali-
komplekseja joille pätee A ∪ B = X. Inkluusiokuvaus j : (B,A ∩ B) →
(X,A) indusoi isomorfismin kohomologiaryhmien välille j∗ : H i(X,A;R)→
H i(B,A∩B;R). Tällöin ⊕ni=0(j∗⊗1) : F n(X,A)→ F n(B,A∩B) on iso-
morfismi. Toisaalta inkluusio
j : (B × Y, (A× Y ) ∩ (B × Y ))→ ((A× Y ) ∪ (B × Y ), A× Y )
indusoi kohomologia-isomorfismin, joka on haluttu isomorfismiGn(X,A)→
Gn(B,A ∩B) kun huomataan, että
(A×Y )∩ (B×Y ) = (A∩B)×Y ja (A×Y )∪ (B×Y ) = (A∪B)×Y.
5. Additiivisuus Oletetaan, että (X,A) = ∐α(Xα, Aα) erillinen yhdis-
te pareja (Xα, Aα) CW-komplekseja. Tällöin inkluusiot iα : (Xα, Aα) →
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(X,A) indusoivat isomorfismit Hn(X,A;R) ∼= ∏αHn(Xα, Aα;R) kaikilla




H i(Xα, Aα;R))⊗R Hn−i(Y ;R) ∼=
∏
α
(H i(Xα, Aα;R)⊗R Hn−i(Y ;R)).
Toisaalta




H i(Xα, Aα;R))⊗R Hn−i(Y,R))
ja ∏
α
F n(Xα, Aα) =
∏
α




(H i(Xα, Aα;R)⊗R Hn−i(Y,R))
missä viimeinen yhtäsuuruus seuraa myös lemmasta (5.4). Siis F n(X,A) ∼=∏
α F
n(Xα, Aα).
Funktorille Gn additiivisuus on suoraviivainen. Jos (X,A) = ∐α(Xα, Aα),
niin (X × Y,A× Y ) = ∐α(Xα × Y,Aα × Y ). Tällöin inkluusiot
iα : (Xα × Y,Aα × Y )→ (X × Y,A× Y )
indusoivat isomorfismit







Näyttääksemme, että µ : F n(X,A)→ Gn(X,A) määrittelee luonnollisen trans-
formaation kohomologiateorioiden F ∗ ja G∗ välillä tulee meidän näyttää, että
µ on luonnollinen jatkuvien kuvausten f : (X,A)→ (Z;B) ja reunahomomor-
fismien δ suhteen. Toisin sanoen tulee näyttää, että neliöt
F n(X,A) µ // Gn(X,A) F n(X,A) µ // Gn(X,A)












kommutoivat. Lauseen (5.5) nojalla
(f × 1)∗(µi(a⊗ b)) = (f × 1)∗(a× b) = f ∗(a)× b
= µi(f ∗(a)⊗ b) = µi(f ∗ ⊗ 1)(a⊗ b).
Näin ollen
(f × 1)∗µi = µi(f ∗ ⊗ 1) : H i(Z,B;R)⊗RHn−i(Y ;R)→ Hn(X × Y,A× Y ;R).
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Laskemalla nämä kuvaukset yhteen näemme, että ensimmäinen neliö kommu-
toi. Oikeanpuoleisen neliön kommutointi palautuu neliön
H i+1(X,A;R)⊗R Hn−i(Y ;R) µ // Hn+1(X × Y,A× Y ;R)
H i(A;R)⊗R Hn−i(Y ;R)
δ∗⊗1
OO
µ // Hn(A× Y ;R)
δ∗
OO
kommutointiin. Tämän näyttämiseksi olkoot ϕ ∈ Ci(A;R) ja ψ ∈ Cn−i(Y ;R)
kosyklejä. Reunahomomorfismin δ : Ci(A;R) → Ci+1(X,A;R) konstruktiosta
muistetaan, että se kuvaa kosyklin ϕ alkiolle δϕ¯, missä δ on reunahomomorfismi
koketjukompleksissa S(X;R) ja ϕ¯ ∈ Ci(X;R) on kosyklin ϕ laajennus. Näin
ollen pari (ϕ, ψ) kuvautuu ylöspäin alkiolle (δϕ¯, ψ) ja oikealle alkioksi p]1(δϕ¯)∪
p]2(ψ). Toiseen suuntaan pari (ϕ, ψ) kuvautuu ensin alkiolle ϕ × ψ = p]1(ϕ) ∪
p]2(ψ). Koska p]1(ϕ¯) ∪ p]2(ψ) ∈ Cn(X × Y ;R) on edeltävän laajennus, kuvaa
reunahomomorfismi δ : Cn(A× Y ;R) → Cn+1(X × Y,A× Y ;R) alkion ϕ× ψ
alkiolle δ(p]1(ϕ¯)∪p]2(ψ)). Lemman (4.3) nojalla tämä on yhtä kuin δp]1(ϕ¯)∪p]2(ψ),
sillä δψ = 0, joka on edelleen p]1(δϕ¯)∪ p]2(ψ), sillä p]1 on koketjukuvaus. Kaavio
siis kommutoi koketjutasolla ja siten myös kohomologiassa.
Jos (X,A) = (x0, ∅), missä x0 on piste, niin kuvaus µ : F n(X,A)→ Gn(X,A)
on kuvaus µ : H0(x0;R) ⊗R Hn(Y ;R) → Hn(x0 × Y ;R), joka vastaa skalaari-
kertolaskua R ⊗R Hn(Y ;R) → Hn(Y ;R). Tämä on juuri lauseen (5.2) luon-
nollinen isomorfismi. Näin ollen seuraava tulos tulee vastaamaan alun perin
esittämäämme kysymykseen siitä milloin ristitulo on isomorfismi.
Propositio 5.10. Jos luonnollinen transformaatio kahden CW-parien katego-
rialla määritellyn kohomologiateorian välillä on isomorfismi kun pari on (x0, ∅),
niin se on isomorfismi kaikilla pareilla (X,A), missä X on äärellisulotteinen.
Todistus. Olkoon µ : H∗ → K∗ luonnollinen transformaatio kohomologiateo-


































joten viiden kuvauksen lemman nojalla väite riittää näyttää kun A = ∅. Koska
oletamme, että X on äärellisulotteinen CW-kompleksi se on muotoa X = Xm
jollakin m ∈ N. Etenemme todistuksessa induktiolla dimension m suhteen.











Kn(∐α{xα}) ∼= // ∏αKn({xα}),
missä vaakasuorat isomorfismit tulevat additiivisuusaksioomasta. Kaavio kom-
mutoi sillä µ on luonnollinen jatkuvien kuvausten suhteen, erityisesti siis inkluusion
i : {xα} → X suhteen. Lisäksi oletuksen mukaan µ on isomorfismi kun pari on
(xα, ∅), joten oikea pystykuvaus on isomorfismi. Siis µ : Hn(X) → Kn(X) on
isomorfismi.
Induktioaskeleen osoittamiseksi oletetaan että m ≥ 1 ja että µ on isomorfismi


































Koska A = Xm−1, niin induktio-oletuksen nojalla kuvaukset µ : Hn(A) →
Kn(A) ovat isomorfismeja, joten viiden kuvauksen lemman nojalla riittää näyt-
tää että kuvaus µ : Hn(X,A) → Kn(X,A) on isomorfismi. Kompleksin X m-





(Dmα , ∂Dmα )→ (Xm, Xm−1),
















// Kn(∐α(Dmα , ∂Dmα )) ∼= // ∏αKn(Dmα , ∂Dmα ).
Oikeanpuoleisen neliön vaakasuorat kuvaukset ovat inkluusioiden iα : (Dmα , ∂Dmα )→∐
α(Dmα , ∂Dmα ) indusoimia ja additiivisuusaksiooman nojalla isomorfismeja. Va-
semmanpuoleisen neliön vaakasuorat kuvaukset Φ∗ sen sijaan ovat isomorfis-
meja typistysaksiooman nojalla kun valitaan A = Xm−1 ja B = ∐αDmα . Riittää
siis näyttää, että oikeanpuoleinen pystykuvaus on isomorfismi johon riittää se,
että µ on isomorfismi parille (Dm, ∂Dm). Koska µ on luonnollinen se määrää ku-
vauksen parin (Dm, ∂Dm) pitkien eksaktien jonojen välille joten viiden kuvauk-
sen lemman nojalla riittää näyttää, että kuvaukset µ : Hn(Dm) → Kn(Dm)
ja µ : Hn(∂Dm) → Kn(∂Dm) ovat isomorfismeja. Koska Dm on kutistuva,
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on olemassa homotopiaekvivalenssi f : Dm → {x0} joka määrää homotopia-










kommutoi ja oikeanpuoleinen pystykuvaus on isomorfismi, sillä oletuksen no-
jalla µ on isomorfismi kun CW-pari on ({x0}, ∅). Siis vasemmanpuoleinen pys-
tykuvaus on isomorfismi. Kuvaus µ : Hn(∂Dm) → Kn(∂Dm) on isomorfismi
induktio-oletuksen nojalla sillä joukon ∂Dm dimensio on ≤ m− 1.
Siispä saamme seuraavan tuloksen.
Lause 5.11 (Künnethin kaava). Oletetaan, että X ja Y ovat CW-komplekseja,
X on äärellisulotteinen ja Hk(Y ;R) on äärellisviritteinen, vapaa R-moduli kai-
killa k. Tällöin ristitulo
µ : H∗(X;R)⊗R H∗(Y ;R)→ H∗(X × Y ;R)
on rengasisomorfismi.
Tarvitsemme myös vastaavan tuloksen relatiiviselle ristitulolle.
Lause 5.12. CW-pareille (X,A) ja (Y,B) ristitulohomomorfismi
µ : H∗(X,A;R)⊗R H∗(Y,B;R)→ H∗(X × Y,A× Y ∪X ×B;R)
on rengasisomorfismi, jos X on äärellisulotteinen ja Hk(Y,B;R) on äärellis-
viritteinen, vapaa R-moduli kaikilla k.
Todistus. [Hat02, s. 219]
5.2 Projektiivisen avaruuden kohomologiarengas
Osoitamme tutkielman viimeisessä aliluvussa jo aiemmin esittämämme väit-
teen, että n-ulotteisen projektiivisen avaruuden RP n kohomologiarengas on
isomorfinen polynomirenkaan Z2[α]/〈αn+1〉 kanssa. Tämän tiedon ja Künnet-
hin kaavan avulla saamme selville tuloavaruuden RP n×RP n kohomologiaren-
kaan, joka lopulta antaa vastauksen tutkielman johdannossa esittämäämme
väitteeseen.
Käydään lävitse hieman projektiivisen avaruuden geometriaa. Merkitään
RP n = P n ja jätetään kerroinrengas Z2 merkitsemättä tutkielman loppuun
asti luettavuuden helpottamiseksi. Muistetaan, että projektiivinen avaruus P n
koostuu nollasta poikkeavista avaruuden Rn+1 vektoreista (x0, . . . , xn), missä
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samastetaan nollasta poikkeavalla skalaarilla kerrotut vektorit. Kiinnittämällä
viimeiset j koordinaattia xi+1, . . . , xn nollaksi, saamme avaruuden P n aliava-
ruuden P i1, joka koostuu vektoreista (x0, . . . , xi, 0, . . . , 0) samalla samastuksella
kuin aiemmin. Selvästi P i1 ≈ P i. Vastaavasti pitämällä ensimmäiset i koordi-
naattia x0, . . . , xi−1 nollana näemme, että P n sisältää aliavaruuden, joka on
homeomorfinen avaruuden P j kanssa. Voimme siis hieman epäformaalisti sa-
noa, että P i ⊂ P n ⊃ P j, pitäen mielessä että tarkoitamme sitä homeomorfis-
ta vastinetta, joka todellisuudessa sisältyy avaruuteen P n. Leikkaus P i ∩ P j
koostuu vektoreista, jotka ovat muotoa x = (0, . . . , 0, xi, 0, . . . , 0), missä sa-
maistetaan vektorit x ja λx kaikilla λ ∈ R \ 0. Siis leikkaus P i ∩ P j = {p}
on yksi piste. Olkoon sitten U = {x¯ ∈ P n | xi 6= 0}. Erityisesti siis p ∈ U .
Nyt P n \ U = {x¯ ∈ P n | xi = 0} ≈ P n−1. Projektiivinen avaruus P n on myös
kuula B¯n, missä samastetaan reunalla ∂B¯n vastakkaiset pisteet x ∼ −x. Toi-
saalta reuna ∂B¯n = Sn−1, missä samastetaan vastakkaiset pisteet, on P n−1,
joten U = Bn ≈ Rn. Voimme lisäksi valita homeomorfismin siten, että p ku-
vautuu nollaksi. Tällöin U ∩ P i ≈ Ri ja P i \ (U ∩ P i) = P i−1. Vastaavasti
U ∩ P j ≈ Rj ja P j \ (U ∩ P j) = P j−1. Voimme lisäksi kirjoittaa avaruuden
Rn muodossa Rn = Ri × Rj missä Ri vastaa koordinaatteja x0, . . . , xi−1 ja Rj
vastaa koordinaatteja xi+1, . . . , xn. Tarvitsemme seuraavan tuloksen yleisestä
topologiasta.
Lause 5.13. Jos f : X → Y on samastuskuvaus ja Z lokaalisti kompakti, niin
f × 1 : X × Z → Y × Z on samastuskuvaus.
Todistus. [Hat02, s. 532]
Olkoon X on topologinen avaruus ja A ⊂ X. Sanomme että X:n defor-
maatioretraktio joukolle A on jatkuva kuvaus F : X × I → X, jolle pätevät
seuraavat ehdot:
(1) F |(X × {0}) = 1X
(2) F (X × {1}) = A
(3) F (a, t) = a kaikilla a ∈ A ja t ∈ I.
Jos tällainen kuvaus on olemassa, sanomme että A on X:n deformaatioretrakti.
Hyöty piilee siinä, että jos F on X:n deformaatioretraktio A:lle, niin kuvaus
r(x) = F (x, 1) : X → A onX:n retraktio A:lle. Toisin sanoen 1 = r◦j : A→ A,
missä j : A→ X on inkluusio. Toisaalta F on homotopia identiteettikuvauksen
1X ja kuvauksen j ◦ r välillä. Siis r ja j ovat toistensa homotopiainverssejä ja
erityisesti inkluusio j : A→ X on homotopiaekvivalenssi.
Lemma 5.14. P i−1 on avaruuden P n \ P j deformaatioretrakti.
Todistus. Olkoon V = {x ∈ Rn+1 | x0 = . . . = xi−1 = 0}. Tällöin Rn+1\V koos-
tuu sellaisista vektoreista x = (x0, . . . , xn) joille ainakin yksi koordinaateista
x0, . . . , xi−1 on nollasta poikkeava. Olkoon ∼ projektiivisen avaruuden määrit-
telyssä käytetty ekvivalenssirelaatio. Projektio p : Rn+1 \V → (Rn+1 \V )/ ∼=
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P n\P j on samastuskuvaus, joten lauseen (5.13) nojalla p×1 : (Rn+1\V )×I →
(P n \ P j)× I on samastuskuvaus. Määritellään kuvaus F ′ : (Rn+1 \ V )× I →
Rn+1 \ V kaavalla F ′(x, t) = (x0, . . . , xi−1, (1 − t)xi, . . . , (1 − t)xn). Tällöin F ′
on avaruuden Rn+1 \ V deformaatioretraktio joukolle W , missä W = {x ∈
Rn+1 \ V | xi = . . . = xn = 0}.
Tutkitaan yhdistettyä kuvausta f = p ◦ F ′ : (Rn+1 \ V ) × I → P n \ P j, jo-
ka on jatkuva. Määritellään joukossa (Rn+1 \ V ) × I ekvivalenssirelaatio Rf
asettamalla (x, t)Rf (x′, t′) jos f(x, t) = f(x′, t′). Tällöin jos f(x, t) = f(x′, t′),
niin F ′(x′, t′) = λF ′(x, t) = F ′(λx, t) jollakin λ ∈ R \ {0}. Koska F ′ on injek-
tio, pätee (x′, t′) = (λx, t). Nyt ((Rn+1 \ V ) × I)/Rf = (P n \ P j) × I. Kuten
teoksen ([Vä04]) tekijätopologiaa käsittelevässä luvussa, saamme kommutoivan
kaavion






(P n \ P j)× I F // P n \ P j.
Koska p×1 on samastuskuvaus, se koindusoi avaruuden (P n\P j)×I topologian.
Siten koska F ◦(p×1) = p◦F ′ on jatkuva, niin F on jatkuva. Tämä on kaivattu
avaruuden P n \ P j deformaatioretraktio joukolle P i−1.
Erikoistapauksena tästä saadaan, että P n−1 on avaruuden P n \ {p} defor-
maatioretrakti kun ajatellaan yksiö {p} nollaulotteisena avaruutena.
Lause 5.15. H∗(RP n;Z2) ∼= Z2[α]/〈αn+1〉, missä |α| = 1.
Todistus. Edetään induktiolla dimension n suhteen. Alkuaskel n = 1 on sel-
vä. Oletetaan sitten, että H∗(P k) ∼= Z2[x]/〈xk+1〉, kaikilla k ≤ n − 1 missä
|x| = 1. Olkoon α ∈ H1(P n) virittäjäalkio. Induktioaskeleen osoittamiseksi on
siis näytettävä, että αk 6= 0 kaikilla 1 < k ≤ n. Inkluusio i : P k → P n indusoi
isomorfismin homologiassa ryhmille Hj, kun j < k ja siten UKT:n nojalla iso-
morfismin i∗ : Hj(P n) → Hj(P k) kohomologiassa kaikilla j < k. Kun j = k
saadaan isomorfismi solukohomologiasta. Nimittäin se että reunahomomorfis-
mit ovat nollia solukoketjukompleksissa implikoi, että
Hk(P k) ∼= HkCW(C∗CW(P k)) = CkCW(P k) = Hk(P k, P k−1)
= CkCW(P n) = HkCW(C∗CW(P n)) ∼= Hk(P n).
Siis i∗(α) ∈ H1(P k) on virittäjä kaikilla k ≤ n− 1. Nyt jos k ≤ n− 1, niin
i∗(αk) = (i∗(α))k ∈ Hk(P k)
on virittäjäalkio induktio-oletuksen nojalla. Koska i∗ : Hk(P n) → Hk(P k) on
isomorfismi, myös αk on ryhmän Hk(P n) virittäjä. On siis näytettävä, että
ryhmän H1(P n) virittäjän kuppitulo ryhmän Hn−1(P n) virittäjän kanssa vi-
rittää ryhmän Hn(P n). Yhtä hyvin voimme osoittaa hieman yleisemmin, että
kuppitulo
∪ : H i(P n)×Hj(P n)→ H i+j(P n)
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vie ryhmän H i(P n) virittäjän ja ryhmän Hj(P n) virittäjän tulon ryhmän
H i+j(P n) virittäjälle.
Tutkitaan kaaviota
(5.1) H i(P n)×Hj(P n) ∪ // Hn(P n)
H i(P n, P n \ P j)×Hj(P n, P n \ P i) ∪ //
OO

Hn(P n, P n \ {p})
OO

H i(Rn,Rn \ Rj)×Hj(Rn,Rn \ Ri) ∪ // Hn(Rn,Rn \ {0})





missä pystykuvaukset ovat inkluusioiden indusoimia. Neliöt kommutoivat kup-
pitulon luonnollisuuden perusteeella (Lause 4.9) ja kolmio selvästix. Tavoit-
teenamme on nyt näyttää, että kaikki pystykuvaukset ovat isomorfismeja ja
ristitulo kaavion alaosassa vie kahden virittäjän tulon virittäjälle. Tällöin kaa-
vion kommutointi johtaa haluttuun tulokseen.
Oikeanpuoleinen alempi pystykuvaus on isomorfismi typistyksen nojalla, kun
typistetään aliavaruus P n−1. Inkluusio (P n, P n−1) ↪→ (P n, P n \ {p}) indusoi
kuvauksen parien (P n, P n−1) ja (P n, P n \{p}) pitkien eksaktien jonojen välille.
Koska P n−1 on avaruuden P n \ {p} deformaatioretrakti, niin inkluusio indusoi
isomorfismin kohomologiassa näiden kohomologiaryhmien välille ja siten viiden
kuvauksen lemman nojalla Hn(P n, P n \ {p}) ∼= Hn(P n, P n−1). Toisaalta solu-
kohomologian nojalla Hn(P n, P n−1) = CnCW(P n) ∼= Hn(P n), sillä solukoketju-
kompleksin reunakuvaukset ovat triviaaleja. Siten ylempi pystykuvaus oikeassa
sarakkeessa on isomorfismi.





H i(P n, P i−1)oo

H i(P n, P n \ P j)oo //

H i(Rn,Rn \ Rj)

H i(P i) H i(P i, P i−1)oo H i(P i, P i \ {p})oo // H i(Ri,Ri \ {0})
kaikki kuvaukset ovat isomorfismeja. Kaavio kommutoi funktorialisuuden no-
jalla, sillä kaikki kuvaukset ovat inkluusioiden indusoimia. Vasemmanpuoleisen
neliön kuvaukset ovat oikeaa pystykuvausta lukuunottamatta isomorfismeja so-
lukohomologian nojalla kuten aiemmin todistuksessa. Kommutoinnin nojalla
siis myös toinen pystykuvaus vasemmalta on isomorfismi. Keskimmäiset vaa-
kasuorat kuvaukset ovat isomorfismeja, sillä P i−1 on avaruuden P n \P j defor-
maatioretrakti ja P i−1 on avaruuden P i \{p} deformaatioretrakti. Siis kommu-
toinnin nojalla myös toinen pystykuvaus oikealta on isomorfismi. Oikeanpuo-
leisen neliön alempi vaakasuorakuvaus on isomorfismi typistyksen nojalla, kun
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typistetään P i−1. Lopulta oikeanpuoleinen pystykuvaus on isomorfismi seuraa-
van argumentin perusteella.
Kirjoitetaan Rn = Ri × Rj, jolloin Rn \ Rj = (Ri \ {0}) × Rj. Koska Ri \ {0}
on joukon (Ri \ {0}) × Rj deformaatioretrakti ja Ri on joukon Ri × Rj defor-
maatioretrakti, niin
H i(Rn,Rn \ Rj) = H i(Ri × Rj, (Ri \ {0})× Rj)) ∼= H i(Ri,Ri \ {0}).
Kommutoinnista seuraa, että oikeanpuoleisen neliön ylempi vaakakuvaus on
isomorfismi. Vaihtamalla kaaviossa (5.2) i ja j keskenään saamme vastaavan
kommutoivan kaavion, jonka kaikki kuvaukset ovat isomorfismeja. Yhdistämäl-
lä näiden ylimmät rivit saamme, että vasemmanpuoleiset pystykuvaukset kaa-
viossa (5.1) ovat isomorfismeja.
Lopulta ristituloH i(Ri,Ri\{0})×Hj(Rj,Rj\{0})→ Hn(Rn,Rn\{0}) on ekvi-
valentti ristitulon H i(B¯i, ∂B¯i)×Hj(B¯j, ∂B¯j)→ Hn(B¯n, ∂B¯n) kanssa ristitulon
luonnollisuuden nojalla, sillä B¯k on Rk:n deformaatioretrakti ja ∂B¯k on avaruu-
den Rk\{0} deformaatioretrakti kun k ∈ N. Tutkimalla parin (B¯k, ∂B¯k) pitkää
eksaktia jonoa redusoiduille kohomologiaryhmille ja muistamalla, että B¯k on
kutistuva, saamme isomorfismit Hk(B¯k, ∂B¯k) = H˜k(B¯k, ∂B¯k) ∼= H˜k−1(Sk−1).
Toisaalta avaruuden Sn CW-rakenne X on varsin yksinkertainen. Siinä on yksi
solu ulottuvuudessa 0 ja siihen liitetty n-ulotteinen solu. Tästä seuraa, että sen
soluketjukompleksissa on ulottuvuuksissa 0 ja n ryhmänä Z ja muissa ulottu-
vuuksissa triviaali ryhmä. Reunahomomorfismit ovat luonnollisesti triviaaleja.
Siis solukohomologian nojalla
H˜n(Sn;Z2) = Hn(Sn;Z2) ∼= Hn(Xn, Xn−1;Z2) ∼= Hom(Hn(Xn, Xn−1);Z2) ∼= Z2,
missä Xn on X:n n-runko ja H˜k(Sn;Z2) = 0 kun k 6= n. Erityisesti siis ryhmä
Hj(B¯k, ∂B¯k) on vapaa, äärellisviritteinen Z2-moduli kaikilla j, k. Lisäksi ava-
ruuden B¯k CW-rakenne saadaan avaruuden Sn−1 CW-rakenteesta liittämällä
siihen yksi n-ulotteinen solu. Nyt
⊕k(Hk(B¯i, ∂B¯i)⊗Hn−k(B¯j, ∂B¯j)) = H i(B¯i, ∂B¯i)⊗Hj(B¯j, ∂B¯j)
ja
(B¯i × B¯j, B¯i × ∂B¯j ∪ B¯j × ∂B¯i) = (B¯n, ∂B¯n),
joten relatiivisen Künnethin kaavan eli lauseen (5.12) nojalla ristitulo
H i(B¯i, ∂B¯i)⊗Hj(B¯j, ∂B¯j)→ Hn(B¯n, ∂B¯n)
on isomorfismi. Siis ristitulo H i(B¯i, ∂B¯i) × Hj(B¯j, ∂B¯j) → Hn(B¯n, ∂B¯n) vie
kahden virittäjän tulon virittäjälle. Lopulta kaavion (5.1) viimeinen pystyku-
vaus p∗1 × p∗2 on isomorfismi aiemman laskun perusteella.
Koska kaavio (5.1) kommutoi, kuppitulo ∪ : H i(P n) × Hj(P n) → Hn(P n)
vie ryhmän H i(P n) virittäjän ja ryhmän Hj(P n) virittäjän tulon ryhmän
H i+j(P n) virittäjälle. Erityisesti ryhmän H1(P n) virittäjän α kuppitulo ryh-
män Hn−1(P n) virittäjän αn−1 kanssa on ryhmän Hn(P n) virittäjä. Siis αn
virittää ryhmän Hn(P n).
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Ennen viimeistä tulosta tarvitsemme seuraavan lukuteoreettisen lemman.
Lemma 5.16. Polynomirenkaassa Z2[x] pätee yhtälö (1 + x)n = 1 + xn jos ja
vain jos n on luvun 2 potenssi.
Todistus. Koska (1 + x)2 = 1 + 2x + x2 = 1 + x2, niin toinen suunta on selvä.
Oletetaan sitten, että yhtälö (1 + x)n = 1 + xn pätee. Kirjoitetaan n luvun 2
potenssien summana n = n1 + n2 + . . .+ nk, missä n1 < n2 < . . . < nk. Tällöin
(1 + x)n = (1 + x)n1(1 + x)n2 . . . (1 + x)nk = (1 + xn1)(1 + xn2) . . . (1 + xnk).
Kertomalla tämä tulo auki nähdään, että siinä on 2k termiä, sillä ni ≥ 2ni−1,
joten yksikään termeistä ei yhdisty tai kumoa toisiaan. Koska oletimme, että
(1 + x)n = 1 + xn täytyy päteä että k = 1, joten n on luvun 2 potenssi.
Olemme vihdoin valmiit osoittamaan tutkielman johdannossa esittämämme
tuloksen.
Lause 5.17. Jos euklidisella avaruudella Rn on jakoalgebrastruktuuri yli ker-
roinkunnan R, niin n = 2k jollakin k ∈ N ∪ {0}.
Todistus. Avaruuden Rn jakoalgebrastruktuurissa kertolaskukuvaukset x 7→ xy
ja x 7→ yx ovat lineaarisia isomorfismeja, kun y 6= 0. Kertolaskukuvaus Rn ×
Rn → Rn on jatkuva seuraavan suoran argumentin nojalla. Oletetaan, että
(x0, y0) ∈ Rn × Rn. Kun y on kyllin lähellä pistettä y0, pätee kertolaskun
bilineaarisuuden nojalla kaikilla x, että
|xy − x0y0| = |x0(y − y0) + y(x− x0)| ≤ |x0||y − y0|+ |y0 + 1||x− x0|,
mistä jatkuvuus seuraa. Yhdistetty kuvaus projektion Rn → P n−1 kanssa on
siis jatkuva ja indusoi hyvin määritellyn kuvauksen h : P n−1 × P n−1 → P n−1
tekijäavaruuksien välille. Lisäksi h on jatkuva tuttujen topologisten tulosten
perusteella. Jos rajoitumme osajoukkoon P n−1×{y}, niin kertolaskukuvaus on
samastuskuvaus ja siten yhdistettynä projektion kanssa myös samastuskuvaus.
Merkitään f :llä edellä mainittua yhdistettyä kuvausta. Tällöin P n−1 × {y} =
(Rn×{y})/Rf , joten h on itse asiassa osa f :n kanonista hajotelmaa ja ([Vä04,
s. 69]) mukaan homeomorfismi. Vastaavasti jos rajoitumme osajoukkoon {x}×
P n−1, kuvaus h on homeomorfismi. Künnethin kaavan nojalla kuvaus h indusoi
rengashomomorfismin
h∗ : H∗(P n−1;Z2)→ H∗(P n−1 × P n−1;Z2) ∼= H∗(P n−1;Z2)⊗Z2 H∗(P n−1;Z2)
kohomologiarenkaiden välille. Lauseen (5.15) nojalla siis h∗ on kuvaus
h∗ : Z2[α]/〈αn〉 → Z2[α1]/〈αn1 〉 ⊗Z2 Z2[α2]/〈αn2 〉.
Lauseesta (5.6) nähdään maaliavaruuden porrastus, ja vertaamalla sitä kahden
muuttujan polynomialgebran Z2[α1, α2]/〈αn1 , αn2 〉 porrastukseen huomataan, et-
tä ne ovat samat. Erityisesti pätee h∗(α) = k1α1 + k2α2 missä k1, k2 ∈ Z2 ja
tämä määrää kuvauksen h∗.
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Kiinnitetään x0, y0 ∈ P n−1. Olkoon kuvaus i1 : P n−1 → P n−1 × P n−1 an-
nettu kaavalla i1(x) = (x, y0) ja i2 : P n−1 → P n−1 × P n−1 annettu kaavalla
i2(y) = (x0, y). Kuvaukset ovat siis inkluusioita tuloavaruuden ensimmäiselle
ja toiselle tekijälle. Määritellään myös projektiot p1, p2 : P n−1 × P n−1 → P n−1
kaavoilla p1(x, y) = x ja p2(x, y) = y. Nyt huomataan, että
p1 ◦ i1 = 1 ja p2 ◦ i1 ≡ cy0 ,
missä cy0 tarkoittaa vakiokuvausta x 7→ y0 kaikilla x. Koska vakiokuvaus in-
dusoi kohomologiassa triviaalin kuvauksen positiivisissa ulottuvuuksissa saam-
me, että
i∗1 ◦ p∗1 = 1 : H1(P n−1)→ H1(P n−1) ja i∗1 ◦ p∗2 = 0: H1(P n−1)→ H1(P n−1).
Ensimmäisestä yhtälöstä seuraa, että p∗1 : H1(P n−1) → H1(P n−1 × P n−1) on
injektio ja symmetrian nojalla tällöin myös p∗2 on injektio. Molemmat ku-
vaavat siis ryhmän H1(P n−1) ∼= Z2 epätriviaalin alkion α jollekin ryhmän
H1(P n−1 × P n−1) epätriviaalille alkiolle. Yhtälöistä seuraa myös, että p∗1(α) 6=
p∗2(α). Künnethin kaavan nojalla
H1(P n−1 × P n−1) ∼= (H∗(P n−1)⊗H∗(P n−1))1 = (H1(P n−1)⊗H0(P n−1))
⊕ (H0(P n−1)⊗H1(P n−1)) ∼= (Z2 ⊗ Z2)⊕ (Z2 ⊗ Z2) ∼= Z2 ⊕ Z2.
Jos p∗1(α) = (α1, α2), niin symmetrian nojalla myös p∗2(α) = (α1, α2). Tämä
todettiin kuitenkin juuri mahdottomaksi, joten pätee joko
(1) p∗1(α) = α1 ja p∗2(α) = α2 tai (2) p∗1(α) = α2 ja p∗2(α) = α1.
Tästä seuraa, että pätee joko
(1′) i∗1(α1) = α ja i∗1(α2) = 0 tai (2′) i∗1(α1) = 0 ja i∗1(α2) = α.
Vastaavasti saamme inkluusiolle toiselle tekijälle, että pätee joko
(3) i∗2(α1) = α ja i∗2(α2) = 0 tai (4) i∗2(α1) = 0 ja i∗2(α2) = α.
On ilmeistä, että pätee joko (1′) ja (4) tai (2′) ja (3). Voidaan hyvin olettaa,
että (1′) ja (4) pätevät. Inkluusio i1 on homeomorfismi kuvalleen P n−1 × {y0},
joten h◦ i1 on homeomorfismi. Siten h◦ i1 indusoi isomorfismin kohomologiassa
ja näemme, että
(i∗1 ◦ h∗)(α) = i∗1(k1α1 + k2α2) = k1α.
Siis k1 = 1 ja vastaavasti näemme, että k2 = 1. Siis h∗(α) = α1 + α2.
Lopulta tästä seuraa, että
















= 0 kaikilla i = 1, . . . , n − 1. Lemman (5.16) väite pätee sel-
västi myös polynomirenkaassa Z2[α1, α2], kun lemman yhtälö on muodossa
(α1 + α2)n = αn1 + αn2 . Koska juuri tämä on tilanne, seuraa lemmasta (5.16)
että n on luvun 2 potenssi.
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